Clase 29: Particulas idénticas.

Dos particulas son idénticas si todas sus progedantrinsecasq,m,s,etc.) son exactamente las

mismas. Por ejemplo, todos les del universo, todos los atomos de H, todos ppds etc. Esto significa

gue no existe un experimento que pueda distinguar de otra. Laonsecuenciale esto es que si un
sistema fisico contiene dos particulas idénticaszgambian sus propiedades ni su posterior evolugiién
intercambiamos los roles de ambas particulas.

» Clasicamenteno hay problema.

Cada particula se mueve a lo largo de una trayactuen
definida, que nos permite distinguirla de las onasada instante,
y seguir su evolucién individual. La numeracion qle
imponemos es arbitraria, pero se las trata comtuesian de
diferente naturaleza. Todas las constantes de nmEvion son

invariantes frente a un intercambio de ambas péasc

» Cuanticamentela situacion es totalmente diferente, ya que
las particulas no tienen una trayectoria definRiar. ejemplo,

si at= 0, los paquetes de onda de dos particulas idénticas

estdn completamente separados en el espacio, lacéwvo

— <
posterior puede mezclarlos. Esto hace que perdaast® de
las particulas. Es decir, si detectamos una péatien una

region del espacio en la que las dos tienen prbtatino
nula de estar, no tenemos forma de saber a cuksdeos
detectamos. Por ejemplo, supongamos un choque dosre
particulas idénticas, en el sistema CM. Antes dequh,

tenemos dos paquetes de onda totalmente sepapoose
—>

- dirigen el uno hacia el otro. Incluso, podemos mames
A artificialmente. Durante el choque, ambos paqueses

superponen espacialmente. Después del choquepalasse

los paquetes, no sabemos si ambos siguieron comseho
sentido de que tenian antes del choque, o si volvisobre sus pasos. Dos posibilidades, dos estados
finales posibles y no podemos determinar cual estaddo final.
» También podriamos haber tenido la siguiente sifuradtn una interaccion entre las dos particulas, la
region el espacio donde tenemos probabilidad na daldetectar a las dos particulas se parece a una
esfera cuyo radio aumenta con el tiempo. Supongajesponemos un detector a un cierto angulo y
detectamos a una particula, Es cierto, ya quemlilso lineal se conserva, que la otra particulaseve

en direccidn opuesta. Sin embargo, es imposildbersai detectamos a la particula que inicialmente
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llamamos 1, o a la 2 hay dos caminos diferentes que conducen a la anstoacion final que

detaectamos:

1 /’ : 2 / \ / detectr

Esto trae aparejada una dificultad adicional pateutar la probabilidad de una determinada medjgrén
gue necesitamos conocer el estado final del sistema podemos distinguir entre uno y otro. Cémo
calculamos la probabilidad, tomando la suma deptababilidades o la suma de las amplitudes de las
probabilidades?:

W+, o gl ?

Vamos a contestar a esto fisicamente, es decirdoiqué consecuencias fisicas tiene sobre el ed&do
sistema el hecho de que las particulas no se pukstarguir.

« Empecemos considerando un sistema de dos particaf@esentado por un hamiltoniami)(J,Z),

donde los nimeros 1y 2 representan a las coordemedlas particulas 1 y 2 (es una forma mas derta

escribir). Si las particulas son idénticas:
H (L2) =H (2))
es decir, el hamiltoniano @svariante frente al intercambio de las particul&sto es una simetria y, por

lo tanto, la vamos a tratar como hemos tratadcstatasimetrias hasta ahora.
e Definamos uroperador de permutaciéﬁ’(lZ) gue lo que hace es intercambiar la particula la@n

y viceversa, es decir:

PAT (12) = f (21)

Vamos a ver quél  (L2y P (12) conmutan:

PL2H (L2¢ 12) =H (¢ (2) =H L2y (21)

H (1L2)P L2y (12) = H (1.2 (21)

= [IS,I:I =0= tienen autofunciones comunes. Como siempre, elltoam@no que tiene una simetria
conmuta con el operador que realiza esa operaeigimuktria.

 Veamos las caracteristicas de las autofuncionesP@&2) para sacar conclusiones sobre las

autofunciones déi  (12)



|5(12)z// L2 =Ay L2 =¢ 2D = ¢ (21 es también autofuncién de (L2ya que difiere day (L,2)
en una constante.

* Veamos qué relacion hay entte (12 (21), es decir, veamos quién gs Notemos que:

P?(12) =1

En efecto:

PL2P L2y (1L2) = P12y (1) =¢ (L2) = Xy (L2)

= ¢ (12) es autofuncion d®? (L2pn autovalor >[4 =/1=+1

» Esto conduce a varias conclusiones importantes!

Dy )=+ (12 = ¢ @2 debe semuna funcidn simétrica o antisimétrica frente alertambio de
las particulas.

2)H L2y (1) = EL2y (12)
= H L2y (2) = E@2y (2))

degeneracion de intercambio

}w(lZ)yt//(Z;L) estdn degeneradasEsta degeneracion se llama

Noten que este resultado es lo que vimos en elpdgedel choque. Los dos estados finales posibles so
equivalentes (es decir, estan degenerados) y porrden a haber intercambiado el rol de cada péaticu
Esto, ademas esta de acuerdo con que la densigadlbilidad del sistema conjunto no puede cambiar
si se intercambian las dos particulas.

Si se tiene un sistema de N particulas, estetaglsulse generaliza facilmente (lo hacemos mas
adelante).

* Por ejemplo, supongamos dos particulas indeperetﬂ;iﬂﬁt @2) es:

—h—ZDf —h—ZDS +V, (1) +V, (2)}0 1L2) =E@L2y L2)

2m 2m

(-%Df +V1(1)j [-5—;55 +V, (Z)Hw 12 =E@2y 1.2)
Los problemas son separables. Luego, como hemios vis

w@)=y,Qp, A=y, 1)

dondey, @y ¢, (2) son las soluciones de los problemas separablgsy w representan todos los
nameros cuanticos que les corresponden. En el alltimembro escribimos este producto en forma

resumida , donde el primer indice de nUmeros at@sfj ) corresponde a la particula 1, y el segundo

(v), a la particula 2.

Esto esta bien??!! NO!!

¥ (1,2) tiene que ser simétrica o antisimétrica frentatercambio de las dos particulas, asi que el gmpl
producto (1) no es una funcidon de onda aceptahle glasistema de las dos particulas. Cémo seria,

entonces, una buena funcién de onda?



e Comoy (1,2) y ¢ (2)) estan degeneradas, cualquier combinacion linealifuncién. Entonces hay

que buscar combinaciones lineales que sean sietriantisimétricas:

e 12) = %[w,, W, ) +u, Oy, @)= %[ww +y,,]

W, 02)= %[wﬂ W, 2 -v, 0w, @)= %[ww -y,]

Noten que, si intercambiamos los indices 1y Zadebrticulasys (1L2) =¢s 2Dy ¢, 12) = -, (2D

» La densidad de probabilidad sera (con la nota@éomida):

e TR L

s R e

T 2o, v,

2
W,

‘/j!:%h‘/ﬁw

= Los términos del primer corchete son la suma dalémsidades de probabilidad de los dos posibles
estados finales (cf. con el ejemplo del choque).

= A esto se agregan los términos del segundo cerchet mezclan ambos estados. Estos son términos
deinterferencia que aparecen debido ahalistinguibilidadde las particulas.

* Noten que, en el limite clasico, cuando los paguestan muy separados, localizados en alguna zona
del espacio:

En la zona A actud,, asique @/, (1) oy, (2) son#0;

A B . ] .
pero ¢, = 0. En B actuaV,, asi quey, @) o6y, (2yon
#0. Por lo tanto, en los términos cruzadosysj # , O
entonces ¢, = Qoor lo que los términos de interferencia

¢,Qoy,02) ¢,00¢,(2) se anulan. Entonces, en este caso, la densidad de
probabilidad es analoga al caso clasico de doscpkas

indistinguibles, una en estagp, y otra en estadg, (es decir, cuando no se especifica cual esta em cad

estado).
* Notemos, asimismo, que si un estado es simétrarttisimétrico, no pierde ese caracter con el tiempo

Consideremos la ecuacion de Schrodinger dependiehteempo para ver la evolucion del estado:

A

Ay =in%? =y +dy Dp) + Y dt=g) +dt ) = (i+ dt.ﬂ}ﬂ(t)
ot ot i ih

simétrico



= como el operador que aplica sobgdt) es simétrico, entonceg/(t+dt va a tener las mismas
caracteristicas deg t () si ¢(@t) es simétrica (antisimétrica)y(t+dt tgmbién es simétrica

(antisimétrica).

* Bosonesy fermiones
Que la funcion de onda de un sistema de partidgdé&agicas sea simétrica o antisimétrica divide a
todas las particulas del universo en dos categorias
= fermionescon funcién de onda antismétrica;
= bosonescon funcién de onda simétrica.
Todas las particulas conocidas entran dentro denalgle estas dos categorias, y obedecen esta regla

empirica (para nosotros, empirica; en teoria dgpoarse demuestra):

= particulas cospin semientero son fermionés, p*,n°,e" (positrone$, (muones, etc)
= particulas cospin entero son bosongby,a*",mesonegtc).

+ Para particulas compuestas (como las particulascdf) rige la misma regla. Para ver si la funcion
de onda de dos particulas compuestas es simétaicisamétrica, es decir, se permutan las dosquda.
Permutarlas significa permutar simultAdneamentestdala particulas elementales de 1 con las de a. Est
permutacién deja inalterada la funcion de ondassphlrticulas compuestas estan formadas por bosones
un numero par de fermiones. En ese caso, la partmpuesta es un boson. Si las particulas

compuestas contienen un nimero impar de fermi@sésnces van a ser fermiones.
Por ejemplo, sea la funcion de onda de dos ptasaompuestad y B, donde A,B =(f,, f,) estan
formadas por dos fermiones. Entonces:
WAB)=@(fA 1012, 17)
=—y(f°, £/ 12, 1) se intercambia el fermiéh”* con el f,®: sale un signo negativo.
=y (12 1214 1)  seintercambia el fermiof*con el f.2: sale otro signo negativo.
=¢/(B,A) lafuncién de onda resulta simétrica: las paldie compuestas stwosones

Por supuesto, esto también puede determinarseov&ng spin de las particulas compuestas es entero
(bosones) o semientero (fermiones).
» Sigamos con las particulas independientes. Ensel @a dos fermiones, vimos que la funcion de onda

antisimétrica se escribe:
_ 1 _
w02 =, 00, @) -4, 0y, @)

Notemos que esta funcion se puede escribir dearmsaafmas compacta como determinante

_del(0,@ 9,0
Yal2)= ﬁ{wv 0 v, (2)}

Para dos bosones:



s (12) = %[w,, O, @ +y, O, 2)]

La funcion puede escribirse como un permanentecqe® el determinante, pero todos los productos se

suman):

e w0
Va02= 5 Lav 0 (2)1

» Esto se generaliza pahh particulas: tengo combinaciones lineales simétrizaantismétricas di
funciones:

Y, Qw, Qw,3..40(N) (esto se llama yoroducto de Hartree

y tengo que sumar (o restar, segun correspondaj tlm$ productos en los que he intercambiado dos
particulas. Para bosones, todos los productos marsupero para fermiones, tengo que ver cuantos
cambios tuve que hacer para intercambiar dos phasic para ver si sumo o resto el producto de
funciones: un garrén. Cuantos de estos productofumigones tengo? Tantos como el nimero de
permutaciones, o sell! Por suerte, esto es equivalente a hacer el detantel (el determinante es la
funcion antismétrica por excelencia) para fermigones permanente para bosones:

@ ¢ ... (N)
114 ¢, ... ¢,(N)

Yro "IN
l,UN(l) l/IN(Z) lﬂN(N) - - fermiones

+ - bosones
En el caso de los fermiones, esta funcién de sedienominaeterminante de SlateEn la mayoria de
los célculos cuanticos de moléculas, se parte dealoculo de particula independiente en el campo
promediado de las otras particulas. Es decir, Isalazel determinante de Slater como funcién deacal
partida y luego se agrega la correlacion entredasculas por diversos métodos.
* Veamos una consecuencia muy importante, que mugstligerente comportamiento de fermiones y
bosones. Supongamos que, deNagarticulas, hay dos en el mismo estado de paati€idto significa,

por ejemplo, quey, =¢,. Entonces:

v@Q @@ ... ¢(N)
1@ @@ ... ¢(N)

Yot L
l,UN(l) l/IN(Z) lﬂN(N) - - fermiones

+ - bosones
Un determinante con dos filas (o columnas) iguatesulo, mientras que el permanente puede tenas tod
sus filas (o columnas) iguales sin anularse. Quréfgia esto?
= dos fermiones no pueden ocupar simultaneamente iginonestado(la funciébn de onda es
idénticamente nulo). Esto es lo que se conoce qmmnaipio de exclusién de Paulgue se cumple, por

ejemplo, en los atomos o moléculas, donde no poalder dos™ en el mismo estado.



= por el contrario,los bosones no tienen restricciongacluso todos los bosones pueden estar
simultdneamente en el mismo estadomo vamos a ver en la proxima clase, esto gsdose llama un

condensado de Bose-Einstein

e Supongamos ahora un sistema dis fermiones idénticos interactuantesiyo hamiltoniano no
depende deS (por ejemplo, no hay acoplamientolS). Los estados se escriben teniendo en cuenta
también la funcién de onda de spin, que se facal&zla parte espacial de la funcién de onda:

Y (12)=¢@12)0o12)

donde¢ (1,2)es la parte espacial de la funcion de onda y , ([E2parte de spin.

La funcién de onda total tiene que ser antisim&tentonces:

si @ (L2) simétrica= o, (1,2) antisimética

si ¢, (1,2) antisimética = o (1,2) simétrica

Qué combinaciones tenemos? Los estados de spis dedueden seo S

a) Parag (12) = 0,12 = %[a(l),[z’(Z) - a(2),[>’(l)] = esto se llama uestado singletéo singulete).

a@a(2) )
b) Parag, (12) = o, (12) = %[a(l)ﬂ(2)+a(2),8(1)] (2)+ = esto se llama uestado triplete.
BOAQ) (€)

Estas cuatro funciones estan degeneradas. Esoiledefaer. SiH (12) es independiente d8, la funcion

o (1,2) es transparente &l W2)a 12) v @, (L2)son autofunciones espaciales He LY con la

mismak (degeneracion de intercambio). Entonces, tenenessadios que solo se diferencian en el estado

de spin. Podemos interpretarlo fisicamente calcaan
S, (12)0 (12) =[S,) + S,Q)]o 1.2) = hmyo (12)
dondemges el niUmero cuantico para el par de particul&s(3) actia sobre las funciones de la particula

1,y S,(2), sobre las de la particula 2.
D[8.0+5.@lSle0s@ -a@L0]=

= %Ea(l)/)’(a —%a(l)ﬁ(Z) —%0(2),8(1) +%a(2),8(1)} =0=>m, =0

2[8.0+5.@k0@ = e0a@ +a®a@]=ra®a@ =m =1



3[S,W+S, (2)]%[a(1)ﬂ(2) +a(QBO)=

= %[a(l)ﬁ(Z) ~a®)BR) +a@BO)-a@BW]=0=m=0

#[s,0+S@IBOAQ = —%[ﬁ(l)ﬁ@) +BOLQ)]=-1BQBEER) =>m =-1

» Para ver a qué estados de spin corresponden est@giones, podemos aplicar o que vimos para
sumar dos impulsos angulares, es decir, en este elaspin total del sistema de las dos particplesie

ser.

s -s|ss<g+s,=

Entonces, eestado singleteorresponde a que los spines de las particulasgg@en as= 0 mientras

que en el triplete, se acoplarsa (cbn sus tres proyecciones). Por lo tanto:

(#funcién de spin, ya que la funcion espacial es sin#.

T = el estado singlete corresponde a que los dos ssplaelas particulas sean antiparalelos
v

TA . ll = el estado triplete corresponde a que los dos sgiedas particulas
- sean paralelos (la funcidn espacial es antisingtpor lo tanto las
m=1 m=0 mg=-1 dos particulas pueden tener el mismo estado d¢. pata: * no es
una representacion muy realista.
« Veamos una consecuencia importante del estadoersgl que pueden estar les
Supongamos que queremos acercar espacialmergelade , es decir, tal QUE =T,:
= Si tienen sus spines acoplados a 1, es decin estéin estado triplete, la parte espacial deraidun
de onda tiene que ser antisimétrica. Entonces:
o (1.2) = -¢, (2D
n=nL= @.n=-afnN=>¢ -0
Los dose no pueden acercarse espacialmente;oeso sise repelieran, pero esto no se debe a una
interaccion de coulomb entre ellos sino a&stado de spin
= Si tienen sus spines acoplados a 0, es decin estan estado singlete, la parte espacial denlzdn
de onda tiene que ser simétrica. Entonces:

% (12) = @ (21)

n=n=a@l.n=afn=az0
(no hayningunarestriccion —incluso pueddgenerunvalor grande

Los dose” pueden acercarse espacialmente;oes0 sise atrajeran, ya que no existen restricciones para

@ . Otra vez, esto no es producto de una interaad&girostatica, sino del estado de spin.

» Esto se llamanteraccion de intercambig no tiene analogo clasico. Noten que no es ulgaaocion

que aparezca explicitamente en el hamiltonian@ gire aparece implicitamente al considerar el spin.
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Dijimos que las propiedades fundamentales se negtafn a través de sus interacciones. Bueno, esta es

una de ellas.
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