Tema extra:Teoria elemental de fendmenos de transporte.

Hasta ahora, siempre nos han ocupado las sitwscmequilibrio, por lo que no ha sido necesario e
detalle las interacciones que llevaron a esa sdoate equilibrio.

Muchos de los problemas fisicos se refieren aaibmes de no equilibrio. En ese caso, interesan la
interacciones especificas que conducen al equilibral del sistema. Por ejemplo, supongamos una ba
de cobre con sus dos extremos a distintas tempasattista es claramente una situacion de no eduilib
Va a haber un flujo de energia en forma de calsdelel extremo a maydr hacia el de mendr. En este
caso, la velocidad de transferencia energéticaide por la conductividad calorifica. Si bien loscc#os
de este tipo pueden ser muy complicados, en el daslos gases diluidos pueden ser relativamente
simples. Aungue los calculos no son totalmenterogps en lo cuantitativo, nos van a dar muchassidea
vélidas y resultados utiles que, en un gran nantErocasos van a dar estimaciones numéricas
aceptablemente buenas, y predicen correctamenteelEsgones existentes entre todos los parametros
significativos.

Las moléculas de un gas interactian entre sivasrde sus choques mutuos. Si un gas no esta en
equilibrio, estas colisiones son las responsabdéegud acabe en una situacién de equilibrio. Vamos a
considerarlas siguientes condiciones:

a) Cada molécula pasa una fraccion relativamente grdedsu tiempo a distancias grandes de las
otras moléculas=> no hay interaccion a distancia, es decir, el tiempedio entre colisiones es
mucho mayor que el tiempo involucrado en la catiggor eso es una colision).

b) Las colisiones multiples son muy improbables frenkas de dos particulas.

c) La separacion media entre moléculas es grande ceadgacon las “dimensiones” de las

moléculas.

e Camino libre medio

Los choques entre moléculas en un gas diluidogruednsiderarse al azar, es decir, la probabiligad
que una molécula sufra un choque erdiise supone independiente de su historia de cho@seslps.

En cualquier instante, tiene una probabilidgd) de continuar moviéndose durante un tiemhpmtes
de que choque con otra molécula. El tiempo medentre dos choques sucesivos (para la misma
molécula) se llamé@empo libre medim tiempo de relajacionAnalogamente, la distancia mediantre
dos choques sucesivos se denonsaraino libre medio

* Vamos a calcularg t(.)Notemos queg(0) = Xuna molécula no tiene posibilidades de chocar en

At=0),y g(t) - 0.

» Para describir los choques, definamos:
adt = probabilidad de que una molécula sufra un choqtre éry (t + dt)

« = probabilidad por unidad de tiempo. Esta cantidathdependiente de la historia pasada, pero resulta

mMAas 0 menos obvio que va a depender de la velodeléalmolécula , es deci, = v ()



e La probabilidad de supervivencia durante un tiemmgt), se puede calcular considerando:
g(t +dt) = g(t)@L - adt

es decir:

probabilidad de que una molécula no choque dure(medt)=

=(probabilidad de que no choque durante t)x(prothdiaid de que no choque enttey (t + dt))

Entonces:

dg
d

gt) + it) dt = g(t) - g(t) et = — 390 _ _,

g(t) dt
Entre choqueda velocidad de la molécula no varia (o bieniararmuy poco en ese tiempo tan corto, en

el caso en que esté en un campo externo), camelo q

gt)=Ce“  normalizando:|g(t) =€

» La probabilidad de que una molécula, después dewely sin choques durante un tiempaufra una

colisién en el intervaldt,t + dt):

G(t)dt = e “ et

El tiempo 7 sera entonces:

r= <t> = J':tG(t)dt (noten que usds t (pues, comor = tiempo medioentre choquestengo que

garantizar que haya un choque al final del intexyval

r:j”a)te““dt:i
0 w

Noten quer puede depender de la velocidad. EI camino libreiongeta, entonces:
A={vr(v)) = jD vr(V)F (Wdv

dondeF ¥ )es la funcion de distribucion escalar de velocidade

En forma méas aproximada, se puede considerar glas tas moléculas se mueven al azar con i@x)al

Entonces:

A=(V)1

e Faltaria determinac. (o 7). Para eso, vamos a examinar los choques molesutan mas detalle.

Supongamos dos moléculas que se acercan unara,laan velocidad relativ@7>, de tal modo que los

centros de ambas se acercarian a una disthisciao se desviaser E parametro de impacto).
Vamos a suponer que se comportan como esferaagjgid

es decir, solo entran a interactuar cuando lartigiaentre

b$ sus centros eB< a, +a,.

&



La condicion necesaria para la existencia de uquse puede entender muy facilmente si imaginamos
a la molécula 1 como portadora de un disco de rfaji® a,), orientado perpendicularmente(@i). Se
producira el choque solo si el centro de 2 est&rdeel area barrida por ese disco:

En ese caso:

0= +a,)’

La cantidado se denominaeccion eficaz de chogue

de difusion.

Noten que usamos este modelo de esferas rigidadodaha
fortisima repulsidbn entre moléculas a distanciagtaso

(recuerden el potencial de Lennard-Jones).

V Vr

» Con estor se calcula aproximadamente de la siguiente maSamongamos, para simplificar, un gas

diluido de moléculas idénticas por unidad de volameEl disco imaginario de area barre, en un

tiempot, un volumen:

a<\/>t = si este volumen contiene, en promedio, una moléenlanced =7, es decir:

1
oV )T|p=1=|T=
Vemos que:
P << (gasmuydiluido)
r esgrandesik 0 << (seacion eficazchica)

(V)<< (velocidadrelativachica)

* El camino libre medio sera, entonces:

N/
A —<V>T —mﬁ
Ahora bien (V') = (V, - V,)
)= dam)

=0: el costiene= prob deser>0 que<0

Despreciando la diferencia em<rvé2> y (V)

1
(V)= [<v1>2 +(v,)* [ =+/2(v) sii las moléculas son idénticas.



« Con esto:

p=_ 2t
J2po
Para un gas ideab:g:%? N /‘:\/EKTT<p>

« Por ejemplo, & =300°K (T ambiente) yp atmosférica p =10°bar):

A=2x10°%cm y 1 A 05x10%%s ((v)= 4><1O“%1 con esos datos)

(V) S

= la frecuencia de los choques® 1l 10gé
r

Q

o]

Noten que el diamétro molecular és=10°cm= A >>d

* Vamos a aplicar estos conceptos en algunos fen@wntvansporte.

» Transporte de cantidad de movimiento: viscosidad

Supongamos un objeto macroscopico sumergido dluido en reposo, no sometido a ninguna fuerza
externa. Si el objeto también esta en reposo, taiméstara en equilibrio. Si el objeto se mueveyaa
estar en equilibrio. Las interacciones moleculagsponsables de que se alcance la situacion déequi
se manifiestan produciendo a escala macroscopiaguaniza de rozamiento que actia sobre el objero

movil, de modo que su velocidad va disminuyendo:
f =-nv =el valor real de la fuerza depende de una propiettadiuido que es lo que llamamos
viscosidad

* Vamos a definir el concepto de viscosidad. Supomgamm fluido cualquiera y en él, un plano con su
normal en una direccion que vamos a llamar

El fluido por debajo del plano ejerce cierta fuemzadia por unidad de

Z area; esto es lo que llamanmssiéon media
L» b, (P) = P,

X
‘ P, Ahora bien, si el fluido inferior no esta en eduild, también ejerce en

direccion x una cierta fuerza por unida de argg sobre el fluido
superior. Notar que, si se mueve con velocidacoumié (fluido en equilibrio),p,, = for simetria (notar

quezindica la orientacion del planoxya de la fuerza).



» Supongamos que el fluido se mueve en direccidon una velocidad que dependezda, (z) .

Por ejemplo, podria ser un fluido que se mueveeedts

u, =u, u, Juy
2 —»  chapas, una que se mueve agyy la otra en reposo. Como
—>
== . ou L
> p,, =0 sii —= =0, entonces es logico suponer que:
u, =0 u =0 0z
ou . .
P, = Pyl 3 X) = hacemos un desarrollo en serie y ,suponiendo
Z
ou, A
que 3 <<, nos quedamos con el término a orden 1.
2
du, _ . : : . . . . 0u
p, 0-n % donde 77 =coeficiente de viscosidad. El signo negativo vielee que si ax >0 (u,
y

aumenta con), el fluido por debajo del plano tiende a frenauperior con una fuerza ex)

* Vamos a calculary para un gas diluido desde un punto de vista niémeo. Supdngase gas con
(V,)=(V2 y un planoz = cte

Cual es el origen microscopico de,? Las moléculas por

ZA
ux(Z+/]) au
J ® """""" ¢—> """"" encima del plano tienen, s:}?x # 0, distinta velocidad que
A ® ____________ T_> __________ las de abaje> transportan distinta cantidad de movimiento.
u,(z-A1) , . .
Una molécula, al atravesar el plano gana (o pierdejidad

Xy

de movimiento en la direcciom = hay transferencia de
cantidad de movimiento enal atravesar el plano. Entonces:

p,, =ganancia media por unidad de tiempo y de area dengonente de la cantidad de movimiento

del gas situado por encima del plano, debido arases moleculares.

) . N .
» Para calculary, supongamos que todas las moléculas se mueve{rv):oﬁl hay o :V moléculas por

unidad de volumen} de ellas tienen velocidad en la direcciyla mitad de estasé() haciaz>0. Por

3

lo tanto, hay%%(vﬁAque cruzan el plano hacia> , por un area, en un tiempd, y, por lo tanto,

EE<v> por unidad de area y unidad de tiempo.

6V
* De la definicion deA, las moléculas que cruzan el plano habran sufsidaliltimo choque, en
promedio, a una distancid del plano; por lo tanto, su velocidad &nes u,(z—A ). Entonces, la
componente de la cantidad de movimiento por unidad de araaigad de tiempo transportada a traves
del plano hacia arriba es:

1

v muz- )]



Igualmente, hacia abajo:
<y (Vlmuz+ )

Entonces,p,,:

1N
=——(vimu,(z-A)-u(z+A
P = gy (VmU(z= ) ~uy(z+ D)
Como A <<:
U (z+ ) Ou,(2) + 9% )
0z
u (2= ) Ou,(2) - 2%
0z
Con lo que:
1N Ju ou 1IN
== (Wm - 255 ) | = -5 S =~ m{W/
Pax 6V<V>'T{ az} 15 = 173y ™Y

Grosso modp(v) = 3‘% /1=\/§VN :n:\/g%\/ka
o

Noten quesn es independiente de la densidad de moléculase 8uglica el nimero de moléculas, se

reduce a la mitad el camino libre medio, por lo guede transportar una cantidad de movimiento
determinada durante la mitad de la distancia amtesia velocidad neta de transferencia no varia. Este

hecho fue observado experimentalmente. Sin embagje, resultado no puede mantenerse para todo
N .
valor dev . Supusimos:

1) A>>d (dimensiones de las moléculas)

2) A << L (dimensiones tipicas del recipiente)

2)=> queges suficientemente grande como para que las makchloquen entre si antes que con las

paredes del recipiente. Si el gas se diluye dem@asiatiene que decrecer (notar que p&\’}la_, 0,

p,, — 0; en este limited =L ). Sin embargo, se debe notar que el rango dedbetes para los que se

satisface 1) y 2) es bastante grande> A >>10%cm.
» Otro hecho importante es que la viscosidad de sragmenta con la temperatura. Para un liquido es al
revés, y esto se debe a que, en un liquido, lagdamials estan muy proximas, y la transferencia de la
cantidad de movimiento a través de un plano séuom por las fuerzas entre las moléculas, ademas de
movimiento molecular a través del plano.

_______________ [Jommmmmmmmmmmmeeee



» Transporte de energia: conductividad térmica

Supongamos una sustancia que presenta un gradien@mperatura en una direccidbn que vamos a
llamarz, es decir,T =T(z). SeaQ, =calor que se transmite por unidad de area de uno @& cte, por
unidad de tiempo, hacepositivo.

Q, se denomindensidad de flujo térmico

T
z 2 Si no hay un gradiente de temperaturazemo va a flujo
Q,
"""" T ieeeeeeeeo- 2=CE tgmmico, es decit) = 0= Q,=0=Q, = Qz(a—T)
0z 0z
Tl

. . oT -
Si hacemos un desarrollo en serie, cosqo«, podemos escribir:
y;

Q, D—K%—T dondeK =coeficiente de conductividad térmica.
z

El signo negativo se debe a q@ <Osi 3—T>O (el calor fluye de la temperatura mas alta haaia |
z

temperatura mas baja).

« El mecanismo de transporte de calor se debe adaférencia de energia a través del plano. Si las
moléculas tienen una energia me(ﬁ?: EM);comoT=T(2)=>e=€k)

» El procedimiento es totalmente anélogo al casaiant&ntonces:

Q, -——< vez=2) - &(z+ )]

Considerando qud <<

g(zxA) Oe(2) J_ra—g/}
0z

Con lo que:
AN 008 |y - AN, 06 0T
Qz_6V<V>[ Zaz}/‘ 3V<V>/]6T 0z

0& _ - .
dondea—_l_ =¢, =calor especifico a volumen cte por molécula

1IN oT 1IN
Q= 3y e g, = K =5y e
., 3KkT \Y
Tamb -
ambién(v) ~ ToNg
3k3
= o \/_




Dentro de nuestra aproximacion, es |ndepend|ente\7deEI argumento es anéalogo al anterior: si se

duplica el numero de moléculas, se reduce a ladmita> puede transportafe durante la mitad de la

distancia anterior.

» Transporte de carga: conductividad eléctrica

Sea un sistema que contiene particulas cargadadibeotad de moverse. Si se aplica un campo
eléctrico E = E 2, va a aparecer una densidad de corrignteSi definimos un plana = cte:
j, =(0) que cruza por unidad de area y unidad de tiemeetido+ z
Si el campo eléctrico es poco intenso:
J,=0.E dondeo, =conductividad eléctrica.

Esto no es otra cosa que la ley de Ohm.
e Supongamos un gas diluido de particulas de mmagacargaq, intera=ctuando con otro sistema de

particulas que pueda difundirlas. Por ejemglg; moléculas neutrase en un metal, difundidos por los

atomos en vibracién de la red cristalina (estoasm verlo en la Ultima clase, clase 30) tienensgue
tratados con la estadistica de Fermi-Dirac. Nosrirabs, por ejemplo, a un niumero pequeficede®
iones de un gas en el que e dispersan por colisiones con las moléculasasutr

» Cuando se aplica el campo eléctrico, las particdagadas adquiere{nz> .
. _ N N_ . . :
I, =Vq(vz> dondev =numero de estas particulas por unidad de volumen

Tenemos que determinéwz> . La ecuacion de movimiento de las particulas efdsechoques:

deZ =qE =y, :vm+q—E
dt m

=(v,) :<vzo>+q—r5<t> donde(v,,) = valor medio dev,después o en el momento del choque; como

después del choque la velocidad es aleatoria, mﬂczinm) =0(estamos suponiendo que las particulas

difusoras tienen una masa mucho mayor que losdmw#da de carga, de lo contrario, estos retendrian

algun recuerdo de su velocidad de antes del choque)

Ademés,(t) =valor medio del tiempo entre choques

* Entonces:
2
(v,) “9E, o, ~No',
m Vir
- Vv N, _ , . ,
En un gas diluidor =——— donde—2% =densidad de moléculas difusoras.
Nyo(v,) Y



Supongamos quey, >>m=>(v,) O(v) con(v) :1/3% =velocidad de las particulas cargadas.

Entonces:

1 Nof

0, =—F=—"t—
® V3 N,omkT

La conductividad eléctrica disminuye con la tempee= la agitacion térmica conspira contra un flujo

definido, en este caso, de cargas.
_______________ [Jommmmmmmmmmmmeeee

» Transporte de moléculas: autodifusion
Supongamos una sustancia compuesta por moléauddsgas, pero algunas de ellas pueden estar

marcadas de algun modo (por ejemplo, isotoposatiites). Sea, =densidad de moléculas marcadas.

En equilibrio, n,es uniforme.

» Supongamos una situacion de no equilibrio, por pjenrm, =n,(z), aunque se supone, ademas que
(n) = cte, donde(n) = densidad total, es decir, no existe un movimieeto de todas las moléculas.

» Considerando, como siempre, un plare cte, definamos:

J, =Enumero medio de moléculas marcadas que cruzampiadide tiempo y unidad de area hatca

I, D—D%—nl con D = coeficiente de autodifusion
z

Si a—nl > 0= flujo de particulas en direcciénz, de forma tal se tienda a igualar la concentracion
p;

Notar quen, cumple una ecuacion diferencial simple. Supongamagsroblema unidimensional. Como el

nimero total de moléculas marcadas se mantien¢acmes

La variacion por unidad de tiempo del nimero de écuhs dentro del

A
volumen= nimero que entra-nimero que sale:
d
2 (nAdD) = A, (D) - Al (z+ )
on, : : 0j
—tdz= - +—2d
=5 42 1.(2) (JZ(Z) % Zj
. 2
:>a—nl=—% o bien: a—nl= Da—rzll
ot 0z ot 0z

* Vamos a calculaD , Procediendo como siempre (lo dejo como ejercicesulta:

D —1A<v> ot 1l

3 \/EW m




