Clase 10:Teoria cinética de Maxwell-Boltzmann — Ejempld®erema de equiparticion.

Vamos a ver un par de ejemplos, uno del casoedsgr un segundo, del caso continuo, de cémo
aplicar la teoria cinética.
1) Propiedades magnéticas de una sustancia paramagnéti

Vamos a estudiar las propiedades magnéticas dsustancia que contiemeatomos magnéticos por

unidad de volumenn :g, y que esta en presencia de un campo magnBticBupongamos que cada

atomo tiene momento magnétigp, que puede alinearse solamente en dos orientacipaealelo o

antiparalelo al campo. Una sustancia con estasteaisticas es una sustancia paramagnética, yausue
propiedades dependen de la orientacion de los nmomemagnéticos individuales. Supongamos que la

sustancia esta en equilibrio térmico a la tempea@fu Nuestro objetivo es calcular la magnetizacion

media de la sustanciél,\ﬁ> en presencia del campi®.

Vamos a hacer una aproximacion. Suponemos queatana® magnético esta suficientemente alejado
de los otros de tal manera que se puede despl@aieraccion dipolo-dipolo, frente a la interasticon
el campo externo. Esta consideracion nos pernatarta los atomos como independientes, no con el
campo externo, pero si entre ellos.

Llamemosz a la direccion del campo; entonces:
ZA

B=B2
H=%4,Z
Cada atomo puede tener dos energias posibles,

correspondientes a los dos estados (es decir, dokas

orientaciones) que puede adoptar en presencia del

campo:
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Habiendo calculado las energias posibles de pltipodemos aplicar la estadistica de Maxwell-
Boltzmann para calcular la probabilidad de que toméa se encuentre en cada estado (paralelo o
antiparalelo al campo — solo tenemos dos posilidéda

P, =Ce# =Ce*®

P =Ce” =Ceg#®

La cte C es la constante de normalizacion:

1
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P, +P =Cle"® +e®)=1 = C = Fip g

Notemos un detalle importante, que comentamos erlake anterior. Como las energias por atomo

£ =&(f) son funcién de los momentos magnéticos de estys ha relacion biunivoca entre ambos,
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& o 1), entonces la probabilidad que un atomo tengadetarminada energia es equivalente a la

probabilidad que un &tomo tenga un momento magmptrticular.

Con lo que:
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» El parametrofu B =ﬂkL_:_3 compara el efecto del campo, que tiende a oridmgatipolos paralelos a

él, con el efecto de la agitacion térmica, quediiea desordenar el sistema. De los graficos sevabse

que, parafu,B — 0es decir, a altas temperaturas o campos bajegitacion térmica es el efecto

preponderante, y los dipolos tienen practicameatenisma probabilidad de orientarse paralelos o

antiparalelos al campo. De hecho, se ve que fard, la orientacién es totalmente al azar (ambos

estados son igualmente probables). Para el atite|iSu,B — o (“ " es una forma de indicar valores

grandes del parameti8u,B), es decir, temperaturas bajas o campos inteabegecto del campo es el

gue domina, y los dipolos tienden a ponerse todoalglos al campo. Notar que este estado (paralelo

campo) es el estado de menor energia.

» Calculemos el momento dipolar medio por étor{rf@,:

. . . @B _ o AeB
<,U> = (:qu)P+ + (_ :qu)P— = ILIOWZ
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(#) = ptah(Bu,B)z = uotgh( ’;"T jz

Por lo tanto, la magnetizacion media de la

muestra,<M > , es: <‘M D Il
(4} = () =1 tat{ 42 e —
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» Coincide este resultado con lo que sabemos solmeddeion entre la magnetizacion y el campo
magnético? Vemos lo siguiente:
-A temperaturas bajas, 0 campos intensos, todatipotos tienden a ponerse paralelos al campory po

lo tanto, la magnetizacion es, en ese limite:
- N . . :
<M> - V,uoz (independiente del campo)
-Para temperaturas altas o campos débiles, tenemdoenta quéegh(x) - x parax — 0:

'L;(L_II_'D’<<1 = <M> - guo(%fji

() - (\'}'ﬁﬂéqmé (1)

donde xy T ) es la susceptibilidad magnética. Notemos que leciten constitutiva lineal entre la

magnetizacion y el campo es valida para camposedéfm temperaturas altas). De yapa, encontramos
una expresion para la susceptibilidad magnéticeertipnte de la temperatura que se cumple

razonablemente bien, dentro del rango de validda depresion (1).

2) Presion y transferencia de impulso de un gas ideal

En la primera clase hicimos un céalculo muy malonpie, con una “voltereta”, encontramos el
resultado correcto) de la presion de un gas iddara vamos a hacer el calculo exacto y vamosgaile
al mismo resultado correcto (pero ya sin “voltes&)a

SeanN moléculas de un gas ideal contenido en un redpide volumenV, en equilibrio a una

temperatural. Supongamos que se desea calcular la fuerza nﬁéﬁi)eejercida por el gas sobre un

elemento de area)A, de la pared del recipiente que lo contiene. BHoa vamos a calcular el impulso
neto que recibe este elemento, debido a los chatpikes moléculas incidentes sobre él, en la urdgad
tiempo.

Si enfocamos nuestra atencién sobre un elem@Atque estd dentro del gas a una distancia
infinitesimal o frente a la pared, entonces el célculo antericggsvalente a encontrar el impulso neto
medio molecular que se transporta por unidad aepiiea través de la superficie, cuando las moléculas

cruzan en ambos sentidos.

La distancia entre la superficie y la
' pared debe sed <A, dondeAes el
| z : camino libre medio de las moléculas,

|
| | K
_L, 9 .- |7 @ " es decir, el camino medio que pueden
4_:_ = A recorrer entre dos choques sucesivos.
: Esto debe ser asi para garantizar que
|
|
<>
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T i las  moléculas que cruzan la
: j\ . superficie, lleven el mismo impulso
| |
|
|

con el que llegan a la pared, en
ambos sentidos.




e Sea:

dj, =impulso molecular neto que crugd en la unidad de tiempo hacia>0 (2)

Adj_ = impulso molecular neto que crudd en la unidad de tiempo haciexx  (3)

Entonces:

(F)=a.-a

 Tenemos moléculas con diferentes rangos de veldesdd.a idea es concentrarnos en un grupo

particular y luego sumar sobre todos los grupos$. émpecemos considerando aquellas moléculas con

velocidades en el rang@,v + dv). Calculemos el niimero medio de ellas que cru¥Aan un tiempo
dt. Estas seran las contenidas en el cilindro denvetudv, = |5Avdtcosé?|.

Notemos que el rango de velocidacﬁésﬁ + d\7), supone un rango
de médulos de velocidafl,v +dv) y de los &ngulos que definen
la direccion de la velocida(ﬂ,6?+ dH) y (¢,¢ + d¢). O sea que el
cilindro (o prisma) que las contiene tiene inclida¢g, ).

Vamos a llamar a estas moléculas con ese rangeldeidades,

moléculas (v,6,¢). Las moléculas de este tipo sufren

desplazamientoslr = vdt en undt. Hay, por supuesto, muchos

otros tipos de moléculas (con otros rangos de idddes) en el
cilindro, y muchos otros tipos de choques en laedigie. Las moléculas dentro del cilindro son
necesariamente moléculf ¢) pero, a menos que su médulo de velocidad estérango (v,v +dv),

no van a producir un choqu{e,@,qﬁ).

« El nimero total de moléculds,d,4) dentro del recipiente total de volumées:

d3NV9¢ = NF(V)d®v

dondeF (V) es la funcion de distribuciéon de las velocidadetesulares.

El nimero de ellas contenidas en el cilindro deglas van hacia la pared (+) y en el de las quevenel

(-)es:

Mc

— 3 _N_ o _N_
dN, =d NV‘%T v F(v)d’v{dbxdt\/cv(:sﬁ‘ =y F (V)d*Wv,|dAdt

Entonces, el nimero medio de las moIécn@/aé,¢) gue cruzarmdA en dt hacia la pared edN, vy, de
las que vuelvendN_. Cada una de ellas lleva un impulsov() hacia la pared y regresa con un impulso

(-mv), ya que los choques son elasticos. Multiplicardd, mv obtenemos el impulso que las
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moléculas(v,€,¢) llevan a la pared en udt. Igualmente,dN_(-nV), el impulso total con el que
regresan en es@t .
» Dividiendo ahora podty sumando sobre todos los tipos de moléculas vanuigener el impulso
molecular neto que cruzaA en la unidad de tiempo hacza>0(dd,) y hacia z<0 €5_):
N_ _

&, = J' VF(v)d‘°’\,1vz|(tm/)65\

vz >0

vz <0

Entonces, la fuerza media total sobredl:

(F)=a5,-a5.= | gF(V)|vZ|(m7)d3vdA— | gF(V)|vZ|(m7)d3vdA:

v, >0 v, <0
=g&{ j OF(\7)|vz|(|rrf/)o|3v— j (I)Z(V)|vz|(rrﬁ)d3v}

Para sacar las barras de médulo de la primerarahlq&anemoslvz| =v, (ya que la integral es para

v,>0),y |vz| =-v, en la segunda (pues esta es para0). Entonces, resulta:

<df> Z%&{ IF(V)VZ(W)dW— jF(V)(—vZ)(nﬁ)d%} =

=— A jF(V)vZ(rrﬁ)d3v+ IF(V)VZ(W)d%}:

== A .[F(\?)vz(rn?)d3v}
Ov,
* Notemos que las componentes de la fuerza paradéagared son nulas:

<aFX>:§dA jF(V)vaXdSV}:o
e pues el integrando es impar. Esto es l6gicopumden existir

(&)= & J'F(T/)vzvyd3v} =0

fuerzas tangenciales medias sobre la pared, siteirea esta en equilibrio.

* Por el contrario, la fuerza media normal a la pad
N TN 2A 3

(& )=—am [FEvd v}
\ Ov,

Usemos el hecho que las componentes de la veloddadindependientes y no hay direcciones
privilegiadas (ver clase 9). Entonces:

F(V) = f(v.) fv,) f(v,)



(F,) =%5Amfw fvay [ F(v)dv, [~ V2 F(v,)dy, =

=1 =1
= g&n“(vf>

Si ahora usamos la funcion de distribucion vectalgaMaxwell para la componente:

im ,

1
(v2)=[" vy, = (%j [" ez ay,

Usando el resultado que obtuvimos en la clase 9:

@3:51
m
y la fuerza:
() =N amT =N g
\% m V
y, finalmente, la presiéon del gas ideal resulta:
_(F)_N , |
p= 3 VkT resultado que ya conociamos, pero que ahoralaalos en forma estricta.

__________________ [ ——

Teorema de equiparticion

En la teoria clasica existe una propiedad matemgeneral, muy Util, que ahora vamos a probar.
* La energia de un sistema es una funcion de susi@uaias y sus momentos. Supongamos que el
sistema tiené grados de libertad y esta en equilibrio térmicma temperatur®:
E=E(q,--9s; Pyre-es Pr)
Vamos a descomponer la energia de esta manera:
E =E"(d,-0s; Proeees Pgoeenr Py ) + E5(Ps)
donde &5 es solo funcion depg y E'no contiene apg (el “sombrero” arriba depg significa que no
figura en E'). Elegimos un término separabk (ps , pero también podria haber sido un término

separable que dependiera de alguna coordenada.

» Supongamos queg es cuadratica ey :

— 2
£s(Ps) =bps
Vamos a calcular el valor medio de;,. Consideramos que es una variable continua, pero |

demostracion que sigue también es valida en el d@soeto. (Es facilmente extrapolable a ese caso.
Solo hay que reemplazar las integrales por sunaadori
‘ﬁ(E'(%---Qf P1--Ps--Ps )+5s(ps))

<£S> 3 Iase

- J‘e‘ﬁ(E'(%---Qf iP1Ps--Pt ) +Es(Ps

‘ dg..dqg,dp..dp;
dq,.. dq, dp....dp,




Omiti los limites de las integrales —notar queistegrales 2f-mdultiples-, para salvaguardar |aidéal,
pero recuerden que las integrales se calculan sothoes| intervalo de las variables.
La expresion anterior se puede factorizar:
(e [ eseodps [ PP dq . dg, dp...dps.. dpy
gs = _ — g . A
J'e Basdpsj'e BE (GGt ;Py---Ps---Ps )dqldqfdpldbsdpf

Lo primero que observamos es que la (2f-1)-integrdel numerador y del denominador que contienen

a E' se simplifican. Entonces:

~ J' £.e 7 dpg
(&s) = W

D

Primer resultado importante: si queremos calcular el valor medio de un térmseparable de |
energia (cualquiera sea su pinta, solo tiene queeparable), no hay necesidad de incluir todadagia

sino solo lo que corresponde a es término.

* Pero sigamos. Consideremos la integral del denalomalamémosla:
| = J‘e"”"""SdpS
La integral del numerador se puede obtener a phetiderivanda respecto deg (dado que los limites

de la integral no contienen/):

ol __Ia(e‘ﬁ%) |

[ s =dpg = TR o5 OPs
Entonces:
_o
— a,B __i =_i —fBEg
(&g)= . aﬁ(lnl) o3 In(je dps)]

Segundo resultado importante: el valor medio de cualquier término de la enegapuede realizar

como la derivada logaritmica de la intedral

* Notar que todavia no usamos qgg es una funcion cuadratica. Es decir, los dos tados
importantes anteriores son totalmente validos cueilg sea la pinta de; .
» Ahora es el turno de considerar qag es una funcion cuadréatica gm,. Hacemos el siguiente

cambio de coordenadas:

1 1
X=p%ps = dx=p%dps

J‘e"”‘g’SdpS = J‘e"?‘""édpS = ,B_ij‘e‘bxzdx



(€)=~ aaﬂ[ln(ﬁ Ie'bxdxﬂ ;B(—;Inﬁanwe-bxzdxj:
50 ln e o]

=0

La segunda derivada es nula pues la funcion naeteng 5. Entonces:

N R

Noten que no tuvimos que hacer ninguna integral!

Tercer resultado importante: si un sistema clasico esta en equilibrio térmicma cierta temperatufa
todo término de la energia cuadratico en una coatke o un impulso, aportéelkTaI valor medio de la

energia.

Este resultado es lo que se conoce cteuema de equiparticib’amos a ver algunos ejemplos.
1) Molécula monoatémica con 3 grados de libertad dslacion:
2 2 2
S T 1
2m 2m 2m

3 términos cuadraticos:

(e)= 2kt

2) Molécula diatdmica sin grados de libertad de vibéac

Una molécula como esta puede representarse conesaa
Tenemos 3grados de libertad de traslacién y 2 graeolibertad de rotacion
(no tiene sentido considerar la rotacion alredeléosu propio eje):

2
e=Px S py pz +_| &+ |2922
2m 2m 2m

Son 5 términos cuadratico&) =ng

3) Molécula diatomica con grados de libertad de viloac
Podemos representar esta molécula como si lostolo®g estuvieran unidos por un resorte. Recordemos
gue el potencial interatbmico es:

Los grados de libertad de vibracion provienen de lgs

V(r)

atomos pueden realizar pequefias oscilaciones dbede

de su posicién de equilibrio. Entonces:

£= px + py + pz _IHZ |2922+£M2+£Kr2
2M 2M  2M 2 2

v




con.

M=m+m,
U= MM = masa reducida
m +m,

Con 7 términos cuadraticoés) =%kT

4) Sélido cristalino compuesto por N atomos

Los atomos son libres de hacer pequefas oscilacialnededor de sus posiciones de equilibrio por
interaccidn con sus vecinos. Las oscilaciones pdahto, estan acopladas. Sin embargo, cada atomo
tiene 3 direcciones de oscilacion, los modos namatespecto de las cuales, las oscilaciones se
desacoplan. Entonces cada atomo se comporta caswl&dores independientes. Entonces:

3 2
- Pr .1, o
E=) | *++=k
Z(Zm 5 aqaj

a=1

Son 6 términos cuadratico&) =ng =3kT

Para un mol de este sélido:
(E) =3N,KT =3RT
Por lo tanto, la capacidad calorifica a volumenstante de un mol de este soélido es:

0

\

=3R 06 cal/molK

Este resultado se confirma experimentalmente a dmtyras altas, totalmente independiente de la
temperatura y es lo que se llama la ley de DuloRgtjt. Sin embargo, recordemos (ver clase 8) gsie |
capacidades calorificas tienden a cero Jara O .

La falla de esta teoria para explicar la dependesan la temperatura de las capacidades calajfeca
temperaturas bajas, fue el primer indicio de qge &hllaba en la teoria clasica. Jeans, en 182®, hi
notar que, a mediada que la temperatura descemnelitns tipos de movimientos parecian “congelarse”.
Esta idea, si bien era muy pictorica, no tenia imngustento fisico. Tuvieron que pasar 30 6 40 afios
para que apareciera la siguiente dificultad, t@&mlpelacionada con termodindmica estadistica, @&

vez, con un gas de fotones. Y eso ya es temasglanda parte del curso.



