Clases 17Formalismo de Schrodinger-Mecanica ondulatorfd{2arte
Clase 18 Ecuacion de Schrodinger - Teorema de Ehrenfeshite clasico - Corriente de Probabilidad

En la clase anterior comenzamos a desarrollasretdlismo de Schroédinger, entendiendo que es un
formalismo matematico que incluye las hipotesis surgieron de la experiencia, y nos va a pernatir,
menos formalmente, resolver e interpretar fenOmendsticos. En esta clase vamos a ver quiza los
puntos mas importantes. En particular, hemos venaidando de la funcion de onda, como esa funcion
gue contiene toda la informacién sobre nuestremiat (por eso la llamamos tambiénestadodel
sistema) y que nos permite calcular las probaldiéday valores medios del sistema. Pero, la pregunta
fundamental esje dénde sacamos la funcion de onda?

Antes de responder a esa pregunta, vamos a ugrasgonsecuencias y caracteristicas de la mecéanica

cuantica.

* Proceso de medicion

En la clase anterior encontramos que, para quastema tenga bien definido un observable fisico,
debe tener asociado una funcion de onda que setutitn de ese observable. Y los Unicos valores
posibles que puede tomar ese observable (los Unigespodemos obtener de una medicion) son sus

autovalores:

'Elﬂi =<F>il//i =t

donde{y;} es el conjunto de autofunciones del observabley los vanres(F)i = f; son los autovalores
(=valores posibles-el espectro) de, gue corresponden a los valores mediosFdealculados con las
autofuncione{(//i}. También vimos que el conjunto de autofuncione& @s una base del espacio.

Pero, qué pasa si tengo un sistema cuya funci@md& asociada no es autofuncionFd@ Qué valor

de F vamos a medir?

Un estado que no es autofuncion lo llamaestado mixtoSea¢ ese estado. Como las autofunciones
de F forman base, podemos escribir al estag@omo combinacién lineal dg,}

Q= ZCllﬂi donde{c,} son los coeficientes de la combinacion lineal, puweden ser nUmeros complejos.
i

Calculemos el valor medio de para este estado:

(F)=. o Fat’ =I:[ZC?‘/J?ZW}13X:I:{Z,Zq*qw?wi}d&:

]
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Encontramos que el valor medio Bepara este estado mixtp es:



(F) =2kl %] @
« CoOmo interpretamos este resultado? Cualquier vadalio lo calculamos como:
(F)=Xnl @

donde p, =probabilidad de mediff,, y estos son los valores posibles de la magritudomparando (2)

con nuestro resultado (1), vemos que, en un estaxto, tengo probabilidau’pt:l|2 de medir el valorf;.

Es decir, solo puedo medir los valoreskleque corresponden a las autofunciones que fornaa ge la
combinacion lineal, y estos, con probabiliqerﬁ.

* Qué pasa después de la medicidbn? Recalquemosyertyeque solo puedo medir los valores que
F puede tomar, es decir, sus autovalores. Supongguemedimos y encontramos que nuestro sistema
tiene un valor f . Una vez realizada la medicion, ya no hay diferenirobabilidades para diferentes
valores deF . Ahora tenemos la certeza (es decir, probabilida)ide que nuestro sistema tiene el valor
f. (es lo que medimos). Entonces, después de la ibediambién tenemos la certeza de que el sistema
va a tener asociada la funcion de onda que comespa ese autovalor, es degl,. Ese era el estado de
nuestro sistemantesde la medicién? No podemos saberlo. Solo podemeguaar que, si estaba en un

estado mixtoy, formaba parte de la combinacion lineal. Decimas, @i medir, proyectamos la funcion

de onda de partida en la autofunciénl%jque corresponde al autovalor medido. El sistenparir de la

medicion, va a seguir en el estagip.

* Relacién de incerteza general
A partir de las propiedades de los paquetes de emmos que Heisenberg postuldé que ciertos

observables fisicos no se pueden determinar sinadtéente con total certeza. Asi, llegamos a que:

(cf. clase 15)

donde, recordemos, estas relaciones estan acqiadabajo, perai, en este caso, no indica una cota
inferior exacta, sino un orden de magnitud.

* Vamos a encontrar ahora una relacion de incertezergl.

Supongamos dos observablésy B. Sin perder generalidad, establezcamos que:

esto equivale a redefinir el cero de nuestro apalamedida. (3)

Lo que queremos calcular es cuanto vale la incerenre estos dos observables. Eso lo vamos a

determinar calculando ,o,, dondeo es la dispersion.



Vamos a usar un operador auxiliar, que no signifeda ni es hermitico:
O=0gA+iB dondea OR

Vamos a calcular:

0< jmw

éwrdsxz 0 ya que el integrando es definido positivo.
Gy d*x=[" (6w) (Gwlix=]"[lok -i& ' |[(aA+iBlyJox=
=" a?(Ry JAgpox+[" By (Bukx-ia[" By JAgkex+ial” (Ay \Bykx

donde los paréntesis indican que cada operadoraetiando sobre la funcion dentro del paréntesis.

Como los operadoreé y B son hermiticos:
A =AyB =B
Entonces, apliguemos la operacion de transponer:
0< azf W ANy d3x+f W BRY d3x+ia'j_oo l//*(‘ BA + Aé)// d3x =
= () + (&) +ia(|AB)
Ahora bien, las dispersiones cuadréticas media (Jeé son:
2 _ [ a2\ _/ A 2 _ /A2
or=(R)~(A) =()
2 _/R2\ _/B 2 _ /B2
o5 =(87)-(8) =(8)
por la condicién (3). Por otra parte, como probaga la clase anteric{u&, I§I= iC, con C hermitico.

Entonces:

A

O<a’oi+o;- a<C>

Esta expresion vale para todp, por lo tanto, podemos considerar que es unaduoncuadratica de
a que esta totalmente sobre el eje de las abcisas.

Esto nos impone restricciones solwrg y o, pues debe tener una

f(a) Unica raiz real o raices complejas, es decir:
~ A\ 2
(C)£,(C) ~40%0?
Ao = 502
UA
- El discriminante tiene que se&r0:
a ~ ~ ~
. €] _ll~e]
<C> ~40l03<0= 0,052 F =R (4)

Ahora si obtuvimos una cota minima exacta. Por gigm

[x, px] =ih=0,0, 2%



Por supuesto debe entenderse que este es el mialorgposible. Es decir, cada caso particular puede
tener su propia incerteza, pero nunca va a sechiéas que esta.

» De esta relacion de incerteza general se ve clatangeie aquellos observables que conmutan pueden
estar bien definidos simultaneamente. Es decird@imcer mediciones de ellos simultaneas tal gse su
dispersiones valgan cero. Y, tal como vimos enldgecanterior, un sistema puede tener asociada una

funcidon de onda que tenga ambas magnitudes bi@nd#ef, ya que comparten autofunciones.

» Ecuacion de Schrodinger

Hasta ahora, todo esto es lo que hemos venidordésiado y se vio como la funcién de ongdXx,t)

contiene informacién sobre el estado del sisteﬁw#ﬂ(a?,t)frepresenta la densidad de probabilidad de

que el sistema se encuentre en un cierto estadmyg cualquier variable dinamica se representa por u
operador hermitico con ciertas propiedades. Sireegobla gran pregunta es:

Todo muy bien, pero... ¢De donde sacagst) ?

“Si estamos hablando de ondas, tiene que habergnacion de ondas:”
Esto es justamente lo que cuenta Félix Bloch emastcdota, que parece ser el disparador paralo qu

vino despueés:

Al final de un coloquio, oi decir a Debye algo paEd® a esto:

“Schrodinger, realmente usted no esta ahora mismabjando en un tema
de verdadera importancia ... ¢por qué no nos expaaeelsis de De Broglie,
que parece haber atraido la atencion de algun se2to Asi, en un coloquio
posterior, Schrodinger dio una bellisima explicacide cémo De Broglie
asocié una onda con una particula y como obtuvadgtas de cuantizacion...
exigiendo que una 6érbita estacionaria tuviera umedio entero de longitudes
de onda. Cuando Schrodinger hubo terminado, Debysered que esta
manera de hablar era un tanto pueril Para tratar apropiadamente con
ondas, debemos tener una ecuacion de ondas.

Félix Bloch,Discurso en la American Physical Society (1976)

Asi nace la Ecuacion de Schrddinger...

Vimos que el problema del &tomo de hidrégeno der Boa equivalente al tener ondas estacionarias.
De esta manera, de Broglie logra enumerar los esveél atomo de H que se adecuan a los datos de la
espectroscopia. Volvamos un poco para atras:

Segun Bohr: Orbitas “estacionarias” (¢ ?), aplio el principio de correspondeneia L, =n#

Segun de Broglie: relaciones de cuantizacién condiciones de ondas estacionarias



Bohr De Broglie

Orbitas “estacionarias” (¢,?) ondas estacionarias
= L,=nh L,=n2 = 2nr=nA

Lo que hace Schrédinger es intentar poner en falenacuacion de ondas las ideas de de Broglie. El
punto de partida es la ecuacion clasica de D’Alainbee dice que, por ejemplo, para una cuerda
vibrante con sus extremos atados (lo importantgues no se tenga al tiempo en consideracion), la
ecuacion es ésta:

Ondas estacionarias: ecuacion de D’Alambert
D°@(X) +k*@(X) =0
La ecuacion, incluyendo al tiempo, admite comoaoéhu

Y(%1) =e"“¢x)
Entonces, qué es lo que vamos a hacer? Partienidoedgeacion de D’Alambert, incluyamos la relacion

de de Broglie:

Entonces:
p 2
D2¢(7<)+; AX) =0
Si la particula se mueve en un campo conservativo:
_p S 2 _ \/(S
=X +v(x) = p?’=2mE-V(X)
2m
Entonces:
. 2m v
T@(%) +~ 7 (E-V(0)p(x) =0

Reordenando, obtenemoseleuacion de Schrodinger para el caso estacionario



—h—zﬂzcﬂ(i) +V(X)@AAX) = E¢AX)
2m

2
—%Dz +V(X)=H| = operador “hamiltoniano”

iTodo cierra! Recordemos qup” =—%°0%y, por lo tanto, lo que estamos obteniendo, ampdetiesta

ecuacion de ondas estacionaria, es un problematdeatores de un operador “energia”

Pero este no es el caso mas general ...

La ecuacion de D’Alambert es un caso particuldadeuacion de ondas
1 9°
D% (%,1) —— —@(X,1) =0
(X1 2 atzw( )

gue incluye tanto las soluciones estacionarias aoorestacionarias. La ecuacion de D’Alambert dbscri

bien los modos normales de vibracion, pero no descuando hay un pulso asi:

Por ejemplo:
Mantiene la forma y se propaga de uno a otro extrem
¢Entonces? La misma limitacion tiene la ecuacion de
Schrddinger estacionaria... vale solo paestados
estacionario§ = ondas estacionarias), pero no vale para

estados mas generales.

¢, Como hacemos? Vamos a hacer lo que ya se haihia imeichas veces a lo largo de la “prehistoria”

de la mecanica cuéantica:

» Partimos de ugaso particular= para llegar al caso general

» Ensayemos: partamos BéAlambert = para llegar a la ecuacion mas general de ondas

Qué es lo que vemog: no esta bien definidas tiene que desaparecer!

Entonces:
k = 2 = ﬁ
A C

Reemplazando en la ec. de D’Alambert:
wz

I]an(>”<)+—2 AX)=0
C

Multiplicando pore_i“ ;

2
o w B
D?’pX)e™ +— @x)e’ =0 _, los modos normales también
WX L,ﬁ satisfacen esta ecuacion
2
—C—lzjt—zwm)



Si esto vale para los modos normales, también tigreevaler en general, o sea, cuandao esté bien
definida.

» Hagamos lo mismo con la ec. de Schrédinger. DOstens?

Como E =ha = tiene que desaparecer esa dependencia!

« Sigo los mismos pasos que en el caso anterior:
hz
~ o D(X) +V (X)@A(X) = EAX)
m

Multiplicando pore_m ;

2
I e g)e ™ 4V (R)aAR)e™ = hap(R)e
om- 82° 4
y(x0 w30 ERN
20t

Entonces:

_h_z D% (X,t) +V (X (X,1) = ihgl//(i,t)
om ot

Esta eda ecuacion de Schrédinger mas general (caso asta@rio y no estacionario)

* Notemos:

" ( P D2+V(X)J¢(X):E(p(>?) = He(x) = Eg(x)

2m (idet)

es una ecuacion de autovalores¢ se factoriza)

< Estados estacionariog/(X,t) = g(X)e"“

R ﬁw(i,t) =ih%t//(>”<,t) =H =ih% = operador Hamiltoniano  se ve porquUE At =7
——

% Para un estado estacionario:
(A =[¢* xDAPKY d'x=[g* (R AgRe ™ d*
= [ MA@ Ex=(A)t=0) idet
Esto muestra porqué hablamos de estados estacamas valores medios son independientes del

tiempo.

» Ecuacion de evolucion déA> y constantes de movimiento

Apliqguemos la ecuacion de Schrddinger para enagnén general, como evoluciona en el tiempo el

valor medio de un observable. Calculemos:

d A d -
gt> :aj‘uxw* Al//d3X:

oW* - oA ~ 9

=[ Za A ae S ] gt A o



* Usando Schrodinger:

oy _ i oy* _ i+
_:__H __H* *
AL A B

d<A> i a A A K 3 9A 3
ngjm [(H WAy -y AHz//]d x+[ @ PR
Como H es hermiticoH* = H'= est& aplicado sobr¢* y no esta aplicado sobréz//: lo damos

vuelta;

@ﬁjm Ay -+ Aﬁw]dsxﬂmw*‘;—’?w d

=] [z//*(HA —Aﬁ)w]d3x+jmw*%§w d*x

@ - <[|3|,A]>+<%> ecuacion de evolucion
ot

" dl A
* En mecanica cuanticaA constante de movimiente> % =0

Entonces, debe darse:

> ?9_? =0 (A es independiente del tiempo — generalmente enasdiformalismo de Schrédinger)

> lI:I , AJ: 0 = operadores que conmutan cbin
Consecuencias:
Si A cte de movimiento:
<> <A> independiente del tiempo.

([AB])

> )

& A y H pueden estar bien definidas simultaneamente (racorg, >

A y Htienen unconjunto de autofunciones comunes. Esto es muy importa@eque, como en
mecanica clasica, en mecéanica cuantica usamostatantes de movimiento para resolver un problema.
También, como en mecénica clasica, vamos a vecapee constante de movimiento esta relacionada con

una propiedad de simetria del sistema. Por lo taastdo un problema, se pueden buscar las constates
movimiento buscando qué operadores conmutan Iltoo cudles son las propiedades de simetria del
sistema. Entonces, vamos a plantear:

Hy =Ey

Ay = Ay

y, en general, el estado del sistema va a quegackicado por el valor de la energia y de lastaries

de movimiento. (Cuidado: vamos a ver que esto taguenas restricciones).



* Una aplicacién de la ecuaciéon de evolucion...
El limite clasico de la mecanica cuantica. Teorema Ehrenfest

Seay (x,t)la funcion de onda (en una dimension) que deselilestado de la particuléx} el centro del
paquete, Y x)(t) la trayectoria seguida por el centro del paquetdd de la particula! ya sabemos que no

podemos hablar de “trayectoria de una particulajpestado esta descripto por el paquete comodm to
que, inevitablemente, tiene una cierta extensipaa@al.

« Dejo comoEjercicio, Mostrar que (de las 2 formas, de primeros

principios y usando la ecuacion de evolucion)
L)
a ' 1y
d{p,) __[ovV(®)\ _ d®  m"”
- _<FX>
dt X
Estas ecuaciones parecen las ecuaciones clasipasmeedio...

* Pregunta (capciosa...)

El centro del paquetex), ¢obedece entonces ecuaciones clasicas? Se conefiizamente?
RespuestajNo! Veamos por qué

<FX> % FX‘ X=<X>
—— —

Fx promediadosobreAx  F aplicadasobre <x>

Caso limite si Ax<< otras distancias involucradas, se puede aproximhgaguete por su centro e

ignorar el principio de incerteza. En ese casdiayodiferencia apreciable entre la descripcionicdag la

cuantica de la particula. Estamos en lo que salklrflimite clasico”.

» Algo ¢ contradictorio? con lo anterior: CAmara deshia
En fisica de particulas se usa un dispositivo spidlama cadmara de niebla (o, eventualmente, de
burbujas) para visualizar el paso de particulaatsuficas. Es un compartimento cerrado que sera lle

de niebla (es decir, pequefias gotas de agua eensisp) y se hacen pasar particulas subatdomicasupor

9



interior. A su paso, estas particulas van despeendi electrones de las gotitas de agua (las ionyzpar
lo tanto, se observa un rastro brillante (formado lps gotitas ionizadas) que va mostrando por €énd
pasa la particula subatdbmica. La pregunta es. Dgioue no se pueden definir trayectorias para estos

entes. Pero, no es esto la trayectoria de lacpta¥ Se los dejo para pensar ....

» Corriente de probabilidad (Max Born — 1926)

Jugo un papel central en la aceptacion de la irg&@ion probabilistica de la funcion de onda.

* Vamos a encontrar algunas propiedades de la delhdedprobabilidado(X,t) :

= P, =g (%1’ — ; ; 5 .
como funcion del tiempo, no tiene por qué estaaligente

- j,O(Y(,t) d®x=1 = repartllda en'todo el espac.ﬂ.t' = puede desplazarse como
un fluido sujeto a la condiciém = cte (en este caso, sera

probabilidad sobre todo el espacio = cte)

Los fluidos o la carga eléctrica satisfacen unaeiém de continuidad que dice que, punto a puotiy t

el fluido (la carga) que entra, sale (por consadrade la masa o de la carga)

m ecuacionde continuidal
Conserva@n q op +03=0
probabilidad (?) ot

» Veamos si podemos encontrar una ecuacion de cafdohypara la probabilidad. Tenemos que

l//l//l//

“fabricarnos” unaa—t |l//|

» Partiendo de la ecuacion de Schrédinger:

Loy ht o,
ih——=—-——0%+V
ot 2m YV

Multiplico por ¢*:

2
g =Ty oty vy 5)
Conjugando esta ecuacion, resulta:
oy* _ n’
iy S =gy vy ©)

dondeV/J/R (salvo que haya un campo magnétl%(). Restando (5)-(6):

¢, 40}

t [w* W -y ]

Ih[l//*

p

ot
El laplaciano es la divergencia del gradiente:

a_'o:_h_z * — *
n 2m[w 0.(0g) -¢0.(0g*)]

10



» Usamos la siguiente identidad vectorial:
O.0A) =A0A+ A0 = A0A=0.(JA) -ATA

con lo que:

ot 2m

n9P =1 [w*m.(mw) - 0.0y ]

O.(p*0g)-0w.0w*  O.(@Oy» -0¢*0y
.. 0 h?
Iha—f=—%{D-(w*Dw—ww*)—(mw*ﬂw—mww*)}
=0

> Finalmente:

9P __ I %
o ZmiD-(w Og -¢Oy*)

con lo que, queda definido deensidad de corriente de probabilidajj:

”—i * - *
J=- w0y -g0y*)

y la ecuacion de continuidad:

a—'O+D.5:O
ot

> Extrafia forma la d& , ¢no? Interpretemos:
= _h
= *y - *
J=o @ Dy-yoy)
1 . .
=5 (O + g hDyy -]
m

1 R R 1 ~ ~
=l by bw*]:—{w*ﬁwﬂw*ﬁw)*
m 2 m m

» Entonces: Forma “mecano cuantica” de densidad de corriente:
3
~ densidad (de probabilidad - ',:I = fraccion  de
J= Rg{w* Bl/l} . Nd X
m particulas por u de V) por la velocidad (operadogn
gue se desplaza. Estadisticamente esta repeesmel
flujo de particulas.

» Volviendo a laecuacion de continuidad:
9P, 0.J=0
ot

como dijimos, representa la conservacion (en eas®) de la probabilidad en forma diferencibh div

de un campo vectorial en un punto es el flujo aec@enpo vectorial por unidad de volumen, cuando el

11



volumen tiende a 0. Por lo tanto[siJ >0, las lineas de corriente se alejan del punto gelasidad

disminuye. Lo contrario, §il [J <0, las lineas confluyen al punto y aumenta la dexsid

0.J <0= paumenta 0.J >0= p decrece

» Integrando sobre un volum&h

Ivz—fd& = —_[VDJ d®x

Por el teo de la divergencia:

9 .
ELpor”x:—ﬁs(v)lors

le 0 d*x = prob. deencontraruna part. enV
donde: .
—ﬁSN)J. dS = flujo entrante- flujo saliente

Entonces, se puede interpretar esto, desde un gantigta estadistico como que:
% La probabilidad de encontrar una particula dentre dn recinto va variando con el tiempo

debido a la fraccién de particulas que entran esalel recinto.

Ejemplo J para una particula libre cuya funcién de ondauseaonda plana (no es una “buena funcién

de onda, pero va a ser Gtil cuando resolvamos gmuds en una dimension. Ademas, puede considerarse
como una componente de un paquete de ondas.)

Lo 21,2
w(x,t) = Aé®* con o= h2k
m

p(Xt) =l (x,0)" =|A°

3% =5 [ Ar () A -
_ Aei(R.x-m)(_”z) A* e—i(R.)‘(—aI)]

v A2 nk Notar que es i de

J(x1) = W m t = estacionario

Este resultado es justamente que la corriente psoédlcto de la densidad por la velocidad que tiane

particula cuyo impulso gs=7k (recordar que la onda plana esta totalmente didada).
12



+ Condiciones de contorno de la funcion de onda

> J nos da informacion sobre las condiciones de coatque debe cumplir la funcion de onda. Si bien
hay métodos mas “ortodoxos” para determinar didw@sliciones (Teorica 2), podemos determinar
dichas condiciones de contorno, no en forma tacigae/ elegante, pero si con sentido fisico.

» Por ejemplo, supongamos una particula que se est@mido en un campo de fuerzas cuyo potencial

V(X) es discontinuo (esto es una aproximacion, ya vanvas en qué casos es valida!)

= El flujo de probabilidad al atravesar una discamtiad tiene que ser continuo: tanta probabilidad

entra a esa zona del espacio como sale (no puedargorobabilidad “atrapada” en la discontinuidad)
J debe ser una funcién contingapor la forma funcional de , entoncesy y O deben ser continuas.

Con esto, ya tenemos los elementos necesarios igiestdds para encarar problemas de mecéanica

cuantica.

V(X) A

D 4
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