Clase 22: Potenciales en una dimensién — Oscilador arménico

El comportamiento de una particula sometida a atengial armdnico no es solo importante en si
mismo, sino que hay muchos sistemas que puedeizamsal en términos de sus modos normales, que
son, formalmente, equivalentes a osciladores awmonénen una dimension. Entre estos, tenemos las
vibraciones de los a&tomos en una molécula o emasheristalina, el campo electromagnético, etc.

Planck, recordemos, postulé que el intercambicemergia entre los osciladores de la pared en la
cavidad isotérmica y los modos electromagnéticoosiglacion en la cavidad solo podia hacerse en
cantidadesAE =hv =7« (y no le fue nada mal!). Esto significaria quaditerencia entre los niveles
energéticos de un oscilador deberia ger. Vamos a resolver el oscilador armonico dentro del

formalismo de Schrédinger y averiguar si esta leigiétde Planck se verifica tedricamente.

V (X) Ar

V(X) =%ma)2x2

Es un potencial continuo, por lo que la ecuacion
de Schrodinger estacionaria es valida en todo el
rango dex. Ademas, la energia solo puede ser
E>0.

'S_d—m(x) +V(X)4(x) = EF(x)
m dx
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Reordenamos la ecuacion:

f—xzzcb(x) + 20 (E-V(9)(x =0
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W¢(x)+?(E—§ma)x j¢(x)—0

Para resolver la ecuacion diferencial, convienemadsionalizar. Definimos:

u=ax

Con esto, la ecuacion resulta:

2
oo L-vw=o @
* Como lo que estamos encontrando son funcionesdbe estas deben ser continuas y acotadas para el
rango de la variable. Una practica usual, entonglessolver la ecuacién de Schrédinger, es estudia
a priori el comportamiento asintético de la funcion pardaeposibles divergencias. Si bien esto no

garantiza totalmente el buen comportamiento deiaién que estamos resolviendo, al menos, permite



eliminar alguna divergencia. Al final, se vuelveverificar que la funcion se porte bien y, en caso
necesario, se eliminan las divergencias que puadarhEstces aplicar la condicién de contorno de la
funcion de onda.

* Entonces, lag(u) deben ser continuas y acotadas :

Estudiamos el comportamiento asintético. Si comsiiesu® — o« , en la ecuacion (1) se puede “tirar”

B

= frente au’, y la ecuacion asintdtica resulta:
a

%%(u) U W=0 (2
u

Esta es la ecuacidon cuya solucidon es una gausdrama. para no quedarnos solo con eso, vamos a

relacionar esta ecuacion con la ya conocida ded poadrado:
2

$7#00-K*9(9 =0 dondek’ = %(vo ~E)
X

que tiene como soluciones® y e,

En nuestro casd/, — yu’. Entonces:

B =) O S
- h =~ n

- Cu conC =cte

Es decir, parar - o, comparando con las soluciones del pozo, calmasgueg,..  yaya como:

¢..(u) 0 _eeC”Z +Be® Oe dondeA=0 para que no diverja.
=0
En la ecuacion (2), la derivada segunda:

dd—l;(e‘c“z )= —2C[e‘C“Z +ul-2cue )] - acive

Reemplazando en la ecuacion:

(402u2 - uz)e‘Cuz = (4C2 —1)uze‘Cuz =0 = (4C2 —1): 0 porque debe valdiu:

=C= 1
2
Entonces:

2

¢..(u) O 2

» Es un truco usual intentar una solucién que seallecion asintética por otra funcion:

2

1,
e ¢g(u)=e? H(u) (aqui ya extrajimos una divergencia)

Introducimos esta funcidén en (1) y queda una eodnatiferencial pareH U :)

d—zzH(u) —ZUEH(U) +(£2—1JH(U) =0
du du a



Esta es una ecuacion diferencial conocidacuacion de Hermite. Vamos a encontrar la solucion

« Como solucién, intentamos un desarrollo en serie:

HU) =Y au"

k=0
dy (u)= i ka u ™
du k=1

2 o0
—H(U) =Y k(k-1)au*?
du k=2
En la ecuacion diferencial:
D k(k-1)au - 2u) kau“*+ (ﬁz —ljz au“=0
k=2 k=1 a k=0
Esta ecuacion debe cumplirdeu = los coeficientes de cada potencia deben ser nMamos a

acomodar un poco las sumatorias:

> (k +2)(k +Da,,,u" - 2ka u* + B _1|au|=0
> (k+Day., aut+| -1

k=0[_

M

_(k+2)k+1 ~oka +[ £ ~1]a ¥ =0
(k+Da., ~2ka + —7 -1

=~
1l

0

Es decir:

_B
(2k+1)- 2

g _
Tkt 2)(k+1) X

{(k+2)(k+1)ak+2 ~2a 4[5 - jak} =0 =a,.,

Encontramos uneelacion de recurrenciaVemos que necesitamos dos constantes de intégragi y

a,, para obtener todos los coeficientes de las sefieso esta bien, porque la ecuacion es una exuaci
de segundo grado. Estos coeficientes se obtiemelacwrmalizacion de las funciones de onda. Y \&mo
que son dos series: con el coeficieajebtenemos la serie de las potencias pares, y abebtientea,,

la serie de las potencias impares.

» Todo bien? No, pues vamos a ver que estas sefiegais no son buenas funciones de onda, porque
divergen ent « . Para verlo, vamos a comparar nuestra solucioratgpma serie. Veamos; la funcion

encontrada “completa” es:
Y
g(u)y=e? H(u)
_EUZ 2
El factor e 2 mata casi cualquier funcion e}q - o, El problema seria sH(u - *») - € con

1 L, . : .
yZE' En ese caso, la funciog(u) no estaria acotada y divergiria e . Entonces comparemos

. YA
nuestra serie con la serm parau — *oo:



La forma de ver si las dos series se portan deidemanmanera para — oo es comparar el cociente
entre dos potencias sucesivas. Como estamos viEmdo se comportan paeggrande, comparamos para

k >> (porque estos son los términos que dominan la sarese limite):

k k
b I —+1
(2+1j. 5

Nuestra serie de las potencias pares:

)
2) -1 _)E parak >>

_B
ak+2:(2k+1) K2
a  (k+2k+D) K K

Ambas series solo pueden diferir en un factor @nteten ese limite. Para la serie de los impaods, s

hay que sacar factor comirde la serie, y entonces solo difierenwexncte. O sea:

A€’ parala seriedelos pares
H (U — 00) - { P P

2 . .
Aue' parala seriedelosimpares

Ly
e Asi, g(uy=e ? H(u) diverge pardu| - oo . Todo estd mal? No. La matematica nodattas las

soluciones posibles de una ecuacion. De todasnEngue quedarnos con aquellas que tengan sentido
fisico, es decir, sean buenas funciones de ondeviisnte que para las series infinitas la cosa amal.
Entonces, buscamos truncar las series, con lodgudas las soluciones posibles, nos quedamoeson
polinomios. Esto es aplicar la condicién de coror®i miramos la relacion de recurrencia, vemas qu

si para algunk el coeficientea, = 0 todos los coeficientes siguientes van a sersnitodemos hacer
es0? Si, pues todavia tenemos que determinarédagias posibles y, estas estan/enEntonces, para la

potenciak =n:

2m—E?Z:2n+1 = |E, :h«{n+1j
ma 2

Encontramos las energias permitidas. El oscilagoretun espectro discreto, y las energias estan

cuantificadas y nos da la energia de cada nivel. La diferenciengegia entre dos niveles sucesivos es:

AE =haw Planck tenia razon!

e Lo que nunca hubiera podido imaginar Planck esté&seino Eque aparece en la expresion de la

. . . 1 . L .
energia. El cero de energias estaEgiF Eha), contrariamente a lo que sucede clasicamente yasio

4



discutimos en la clase 19), y esta relacionadoetqorincipio de incertezak, es el nivel de energia

minima y, por lo tanto, también podria ser de rep®&ero el “reposo cuantico” no es lo mismo que el
clasico. El reposo clasico en un camyx) =§ma)2x2 corresponde a que la particula esté en el minimo

de potencial y sin velocidad alguna. Pero estouerle ser asi cuanticamente porque debe cumplirse el
principio de incerteza. Si tengo a la particulaetrminimo del potencialAx=0, y por lo tanto,

Ap - 0= AT - oo ; y si Ap=0, entoncesAx - « Yy la particula no esta localizada. Por lo tanto, e
reposo cuantices un compromiso entrédxz Y Ap # 0, pero tal queAxAp es lo minimo posible. Y
esto va a corresponder al estado de minima engggi. En ¢, (x)yo tengo la minima energia cinética
posible y la minima dispersion espacial compatiale el principio de incerteza. Esta energia sedlam
energia del punto cerg es fundamental en cualquier calculo que se hamagjemplo, de las vibraciones
de los atomos en una red cristalina o de los estabtoacionales de las moléculas.

e Con estas ideas, calculemos la energia del puntopoe el principio de incerteza. La diferencia de
energia entre el nivel de minima energia y el detopotencial es:

pe=0p) 1 L e (ax)?
2m 2

con AxAp = 5 (como corresponde a la minima incerteza)

NGNS SO S RS ST
= om Ao +2maf(Ax) = +2ma)2(Ax)

Para que sea minima:

dE) it 2 ]
) = e T 0=

h? 4 ( n
e mer(ax) =0 = ax=[
4m 2mw

1
2

1
Con este valor\p = (h%)jz

yag=2Mme oy o laE=2he
2m 2 2 2mw 2

* Volviendo a las funciones de onda, entonces:

2

1
1, _
2 H,(u) - corresponde al niveE,

P (u)=Ae
donde losH, { )son polinomios de graday se llamanpolinomios de Hermitey A, es el factor de

normalizacion:



(L e
¢n(u)_(2nn!\/7_7_je Hn(u)

Los polinomios de Hermite, para los primeros nigeden:

niH,(u Paridad
01 +1
1| 2u -1
2| 2-4u? +1
3l1u-8u®| -1

Notemos que las funciones son pares o impare(tiana paridad bien definida), es decir, simétricas
antisimétricas respecto de la simetria del poténcdamo corresponde para que la densidad de
probabilidad tenga la misma simetria que el po&nEsto ya lo discutimos en la clase 19.

* Vemos que, en todos los casos, la funcion de osda gaussiana “partida” por el polinomio de grado
n. Esto hace que, a medida que n aumenta, las fegide onda (y las densidades de probabilidad)

aumenten el numero de nodos. De hecho, el nimanodtes es igual a

» Grafiquemos las primeras densidades de probabi(glgzerponemos el grafico del potencial para que

se vea por donde se extiende la funcién). Vemosoctamdensidad de probabilidad tiene la misma

simetria que el potencial. Noten también como sermde fuera del pozo (eso ya no nos asusta), ycom

los l6bulos mas cercanos a los puntos de retordgicos son mas altos que en el centro del pozo, a
medida que aumentan (piensen por qué y traten de relacionarlo cogue seria la probabilidad de

encontrar a la particula entrg,x+dx) en el caso clasico - dénde tendrian mas probatilide

encontrarla?)






