Clase 23:Potenciales periodicos — Separacion de variables.
Vamos a ver una primera aproximacion al problemgodrticulas en potenciales periodicos, Esto

aplica, por ejemplo, & en cristales, o en polimeros, donde hay una urattatiica 0 molecular que se
repite periodicamente. Como esto es una primeraxapacion, vamos a suponer que el potencial es
infinitamente periédico. Fisicamente, esto sigaifque estamos lejos de los bordes, por ejemplo, los
bordes del material, donde ya sabemos que esté&cestado” por una barrera de potencial que quiébra
simetria e impide que los se escapen. Esta barrera es lo que llamdmuspn trabajo
N - o
V(%) 4 , )
Queremos saber como son los estados de un
en este tipo de potencial. Vamos a trabajar en

una sola dimensidn, si bien, en el problema real,

~ N veces-

generalmente se tiene periodicidad en las tres
dimensiones. Suponemos que el tamafio de la

celda esa.

» Cudl es la caracteristica principal de este sistema

V(x) es periodico con el periodo de la red, es decir:

V(x+a)=V(X) sii N - o (no es valido en los extremos).
En este caso se puede encontrar una propiedad ntargsante del hamiltoniand , gue es qué:I es

invariante traslacional es decir, si traslado ld en un nimero entero de, los autoestados van a ser los
mismos. Esto es una simetria e, igual que en fidisica, las simetrias son muy importantes endfisi

cuantica. Es decir, que sea invariante traslacigaifica:
H(x-a)g(x-a) =H(x)¢(x-a) 1)
« Como trabajamos con simetrias en cuantica? Vamogr@ducir un operador (no hermitico, no

observable) cuyo efecto, aplicado a una funcionreedizar la operacion de simetria. En este caso,
introducimos un operadd:ra tal que aplicado a una funci@ x (a)‘corre” ena:
T.9(X) =¢(x-a)

Estos operadores que realizan operaciones de &msetioperadores unitariogen una proxima seccién

vamos a dar algunas caracteristicas generaletogg el
* Vamos a encontraff,. Para eso, hacemos un desarrollo en serigp de eif un entorno dea.

Llamemos:
u=x-a
u, = X



Entonces:

1
(U=u,)+ 557 4(0)

Uo

PU=U) = 4(u) + - (V)
u

a? 02
-
2 Ox?

P(x-a) = p(x) - aai¢(x)
X

¢(x)‘ —

En forma de operadop, = p= —ii’zi =

Entonces:

$lx-2) =909 -2 po(0) +§(—%} 4(%)...

= {1—% ﬁ+%(—%) ...:|¢(x)

La serie infinita corresponde a la funcion expoiance ™ = z . Entonces:
k=1

(=)

k!

= ¢(x—a):e_i%p¢(x) = 'I:aze_%

(Cémo se trabaja con un operador en el exponentmaexponencial? Simplemente, desarrollando la
serie). Esto es facilmente extrapolable a tres d&o@es. Tendriamos un operador de estos parauoada
de las dimensiones y los parametros de la redulttsnos en un vectd. En ese caso, el operador de

traslacion es:

~ _iarp
T,=e *

» Dijimos que el hamiltoniano es invariante traslaeip y, eso conduce a la condicién (1). Vamos a
escribir esa condicion usando el operador de tidsid, :

H(x-a)g(x—a) = H(x)p(x—a)
oA (0] Ta[p(x)]

En el primer miembro, el operadﬁ[ “corre” la funcionH (X)@(X) . En el segundo, solo la funci@x) :

TH®) = H(NT.8(x) = [THX) - AT (0 =0

= [Hx.T,]=0

Es decir, el hamiltoniano invariante traslaciooahmuta con el operador traslacion. Esto es gegeral
muy importante, ya que es la forma como trabajaemosuéntica con simetrias:
Cuando tenemos un sistema con alguna simetriaargiltoniano del sistema conmuta con el operador

que realiza esa operacion de simetria

* Podemos verificar que nuestkbconmuta coril, . Efectivamente:



_iap o~z

[T;,H“(x)]¢(x) {e ﬁ,;—m+V(x)}¢(x) {e’fm\?(x)}mx)

Las funciones dep conmutan entre si. Hay que ver'f§iconmuta conv(x).
[V (0 =TV (08(x) -V (0T.8(x) =V (x - @)p(x - a) -V ()¢(x ) =
=V(x)¢(x-a) -V(x)¢(x-a) =0
ya queV(x-a)=V &)
Noten que el operador traslacion dependepdeClasicamente, sabemos que si un sistema tieregriam

de traslacion, el impulso lineal es constante deiimiento. Aca, la simetria de traslaciéon no es a

cualquier punto del espacio (la traslacién es pmsop discretos), por o qupno es constante de

movimiento (no conmuta coH ), pero si conmuta el operador traslacion.

» Esta propiedad tiene una consecuencia importante:

[ﬁ (x),'faJ =0 = H(x) yT, comparterautofuncimes

Es decir que, si encontramos las caracteristicdasdeutofunciones d@a, vamos a saber caracteristicas
de las autofunciones dé x ( Yamos a encontrar esas caracteristicag. $ies(autofuncion dé:a :

T.A(X) = A.(X) = ¢(x—a) (porque, ademad, corre la funcion)

Como ¢ k) también es autofuncion de x ( ln densidad de probabilidad debe reflejar la wimealel

potencial:

6O =[e(x-a)"

B =g =ALIB] = [ =1= 4, =€”
con lo que:

P(x-a)=€"¢(x)

Si vuelvo a aplicafl, :

TT.P() = €¢(x) = p(x - 2a)

Sin perder generalidad (pero teniendo en cuentd:gad (P)), escribamogr = —ka:

= g(x-a)=e"Pg(x) (2

Con esta caracteristica, qué pinta tendra ? (Cprro la funcién y aparece ese factor de fastoriers
propongo:

#(x) = Aé“u(x) con A=cte de normalizacion.

Entonces:

#(x—a) = Ae*Iy(x-a) = e Adu(x-a) (3)
e

Comparando (2) con (3) vemos que:



#(x) = Adu(x) = Ad*u(x-a) =[u(x) =u(x-a)|

O sea quau X @s una funcion periddica con el periodo de la red.
» Entonces, las autofunciones @ekn este potencial periddico tienen esta pinta:

#(x) = Ad“u(x)

con u (x)periddica con el periodo de la red. Estas funa@®ellamarfunciones de Blocly ustedes las

van a usar en Estructura 2 (s6lidos). No neces#apeara encontrar la forma de esta funcion, resddve

ecuacion de Schrodinger, sino solo tener en cuasitzondiciones de simetria. Noten que es la funde

ikx

onda de ure” libre (€*) modulada por una funcién que tiene la simetritaded. y que, ademas, como
6O =|¢(x-a)"

la densidad de probabilidad de encontrag aén alguna zona de la red es una funcion periddipar lo
tanto, tenemos & totalmente delocalizado en la red.

« Como se obtienaus x(? u(x)depende, obviamente, de la forma de cada una danidades del

potencial. Por eso, para encontrar esa funcibreseslve la ecuacion de Schrddinger para la unigad

potencial, con condiciones de contorno periddicas.

* Vamos a dar alguna idea sobre las energias etidd.slencionamos en otra clase que, en un solido,

las energias permitidas de lesse retnen en bandas:

$o

&\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\M’ bandas permitidas
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\/ e s

Pensémoslo asi. Supongamos dos pozos de poterdgaticos separados por una distancia

suficientemente grande{ o, en el sentido fisico):

E=F



El e puede estar en cualquiera de los dos pozos (rio€lvetro pozo). En cada uno de ellos tiene
exactamente el mismo espectro de niveles, es liegitegeneracion
» Si acercamos los dos pozos, ya no se puede desmpeeaiteraccion entre ambos y la degeneracion se

rompe, produciéndose un desdoblamiento de losesvel

Esto mismo se puede repetir para un nimero
N de pozos idénticos, produciéndose grupos
de N niveles. SiN - o, entonces vamos a

tener conjuntos de niveles agrupados en

bandas continuas.

* Nota: Operadores unitarios

Un operador unitario es aquel que cumple:
$=f=§=5
donde I es el operador unidadS’ es el adjunto hermitiano (como ya lo hemos defmiyioé‘l, el
operador inverso.

» Tienen la siguiente propiedad. Se[ﬁ[il} un conjunto de funciones ortonormales:
" vl = il = ui& S, =[ oSuiax= | (80 )8uikix= e,
00 00 00 T 00 00

= el operador unitario no cambia la norma de lasitues.

* En general, tienen la pinta:

S=¢€* con A= A" (hermitico)

Esto se demuestra considerando un desarrollo &) semo hicimos pari. Por lo tanto:
S'=St=¢"

+ Sus autovalores son de la forma:

Sy=Ay = SY=y¢ 4

Por otra parte:

J'_o;lﬂ*é?//dsx = J'_o;t// Sw;d& = /]*fwzpl//*d& =)
o

*



Por lo tanto:S'y = Ay

Entonces, en (4):

Sy=rSy=rrp=Wy=y > =1=[1=¢"

» Todos los operadores que realizan operacionesnaetr&a son operadores unitarios. En particular,

podemos ver qué, lo es:

[ 4 0T T (ydx= [ (a0 00 Jix= [, (x- as (- a)dx =,

Es decir, T, no cambia la norma de las funciones.

_______________ [Jemmmmmmmmmmmem o

e Separacion de variables

A partir de la clase proxima vamos a comenzarsalver potenciales en tres dimensiones. Para ello,
veamos ahora (sin una demostracion estricta) ungiqatad de la ecuacién de Schrodinger cuando el
potencial es separable (la demostracion estricestiepropiedad se la dejamos a Tedrica | y Tedlica
e Supongamos que el potencial es:
V(X% VY,2)=V,(x) +V,(y) +V,;(2) donde(x Y, z) no necesariamente son coordenadas cartesianas
es decir, el potencial se separa en tres funcignesdependen, cada una, solo de una coordendda (es
también es valido si hay una sola coordenada dalpara

Vamos a demostrar (en realidad, solo mostrar)agisoluciones a la ecuacién Schrodinger cumplen:

P(% ¥.2) =, (X)P,(y)9s(2) %)

* La ecuaciéon de Schrodinger estacionaria es:

_;’_DZ¢(7<) +V (X)d(X) = E¢(X)
m

K? [ 0° 0?2 92 B N ]
_%(axz + Y M J¢(X) +(V,(X) +V,(y) +V,(2))8(X) = Eg(X)

Con la forma de la funcion de onda propuesta,5c. (

(-f—m—a = +v1(x)¢1(x)J¢2(y)¢3(z) + (—h—%ﬁ” +V2(y)¢2(y))¢1(x)¢3(z) ‘
X 2m oy

+(_ " 9°,(2)

2m 0z

+V3(Z)¢3(Z)]¢2(Y)¢1(X) = E¢,(X)9,(Y)9:(2)

ya que, el operador en cada paréntesis actuadmle & parte de la funciéon de onda que dependeae
sola coordenada.

Si ahora dividimos toda la ecuacion g(x)@,(y)@d; z :( )



1 [_h_zm +V1(X)¢1(x)j + i[—h—zm +V2(y)¢z(y)j +

m 2m o ,(Y)\ 2m  ay?
L (_1*0%:(2) _
' ¢3(Z)( 2m 97 +V3(Z)¢3(Z)) E

La Unica manera de que se cumpla esta ecuaciémqnhréx Y, z) es que:

TR e |-,

m 2m ox®

1 ([ noeWy,,, ]:E
¢2(y)( om o >()9:(Y) | = E,
1 (_n° 0,9 _
¢3(Z)( 2m 07 +V3(Z)¢3(Z)j E,

donde (E1, E,, Eg)m son energias para cada una de las coordenautaspsistantes de separacion de las

ecuaciones, tal que la energiakes E, + E, + E;

* Resulta, entonces:

_ 12 0%,(x) _
—— +v1(x>¢1(x>j E(Y)
-5_%5” +V2(y)¢2(y)] = EA,(Y)

m ady
_h_262¢32(2) +V3(Z)¢3(Z)j: E3¢3(Z)
2m 0z

El problema en tres dimensiones se puede resaiveo tres problemas unidimensionales (en el caso que
solo una coordenada fuera separable, seria ungpnahinidimensional y uno bidimensional).

* La misma idea se puede aplicar si se tiene un pialeque dependa, por ejemplo, de dos particudas, t
V(% %) =Vi(%) +V,(X,)

dondeX, (X,) son las coordenadas de la particula 1 (part®ulBuede ser, por ejemplo, dos particulas no
interactuantes, o el sistema de dos particulasactieantes donde se ha hecho el cambio de vagiable
centro de masa y a la particula de masa reducidas& caso, planteamos:

P(X, %) = P1(%)9,(X,)

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caseri@anf resulta:

o, . . _
{—ﬁﬂl +V1(X1)}¢1(><1) =E@i(X)

2m2

{_ "o +v2(xz>}¢z(xz) = Exfa(%,)

donde 007 (005 )es el laplaciano sobre las coordenadas de la plartic(particula 2) y ahor&, (E,) si

pueden ser las energias de cada una de las pasticul



