Clase 24:Problemas tridimensionales — Impulso angular abit EI CCOC.

Empezamos estudiando las rotaciones en un esgadies dimensiones. Vamos a ver que con las
rotaciones hay una simetria asociada que llevairavéaiancia del impulso angular. Y vamos a ver que
esto es muy importante para estudiar problemasiooetria central.

* Supongamos una funciég(r). Como es una funcion escalar, es invariante frantetaciones del

sistema de coordenadas. Supongamos una rotacidmesimal alrededor de una cierta direccidh:

5% o¢ indica la direccion y el sentido de la rotaciohrdslio de giro es;
R=[f|serg

Lo que cambia el vectar:

o] = Rog| =|r|serflog]

Como & [ al plano generado par y ¢ :

= =0 XxT

dr _ d@

(Recordemosx”/:c?)xr”:a=EXF:>df=d¢Xf)

Ahora supongamos que, si hay una funcion definid&leespacio del tipa/ r(,)al hacer la rotacién
también “arrastramos” los valores de la funcionpdaera que el valor de la funcion En=7r — o es tal

quey (r) = w(r'), dondey(r' )es el valor de la funcién después de la rotacion.

* Vamos a introducir un operad®t, operador rotaciénque produce el efecto de la rotacién sobre una

funcién:
ROB)Y(T) =y( - &)
donde este operador rotacié05¢ roda un angulo infinitesimadg .

* Ahora podemos hacer lo mismo que hicimos para drarorl operador de traslacién. Para ello,

desarrollamos el miembro derecho en serie de Tag$fmecto deX , es decir:

f2(6¢)¢/(f) =y ((r)-a y(r) donde cortamos el desarrollo a primer orden p@lies<.
Pero, como vimosgr = 0@ X1 :

R@W(F) =@ (r) - (3¢ ) Dy(r)

Tenemos un producto mixto; podemos rotar ciclicaskas vectores:

RGP () =y (1) =[(r xO) Bply(r)

R(@p)w(r) =[1- (F x0) Bply ()

Entonces:

R(dg) =[1- (F x ) (5]



Ahora bien, recordemos:
p=—-ind=F xD—%(r” p)=

Con lo que:

R(39) =1--L B

» Si ahora hacemos una rotacion finita, el cambid” ga no va a ser chico. Vamos, por completitud, a
encontrar el operador rotacidon que produce unaidmtdinita. Para ello, tengamos en cuenta que las
rotaciones son conmutativas (cambio el orden de rdteciones y obtengo el mismo resultado) y

asociativas (una rotacion de’3fuedo hacerla rotando primero®’§duego 36). Entonces:

R(¢ + p) = R($)R(IP) = Fi(¢)[1—%5¢ EE} (L y & conmutan)

R(¢ +0¢) - R(¢) R(¢)( —op El_j = R(¢)( —dp N El_j donden =direccién del eje de rotacién

_ R@+3)-R@) _ F‘e(¢)(— i ﬁij
op h

Haciendo el limite parag - O:

i R@+39) - R(@) _ R@) _ ﬁ(m(_ i ﬁij
3 -0 op d¢ h

LR(@) =e g

Notemos que, como adelantaméew) también es un operador unitario.

* Vemos que el operador rotacion, infinitesimal atéintiene que ver con el impulso angular (como el

operador de traslacion tenia que ver con el impiigal). Si tengo un problema tal que el hamilaow

cumple[I:I : f{J =0, el problema tiene alguna simetria de rotaciéactfamente:
Si H es invariante rotacional ¥ es una posicion rotada, entond§£F' tiene la misma forma que
H (r) v, por lo tanto, va a tener las mismas autofureson
H (M) () = H () ()
Escribamos esto con el operador rotacion:
RIA W)= ARy

[RA (r) - A (N Rk(r) = 0=||H.R|=0

» Para que[H,R]:O, alcanza con que el hamiltoniano conmute con euleop angular. Veamos dos

casos.:



- Si el sistema tiene simetria azimutal

El sistema es invariante frente a rotaciones eplamo.
Llamemosz a la direccion perpendicular

a ese plano. Para qulgb:I,FA{J=O, es

necesario y suficiente quél conmute
con el operador rotacién que efectla
una rotacion infinitesimal en el plano:

A = —I_ _.: —i_ 5 ﬁ:
R(Op) =1~ L =1-_3p 201

I A
=1-— L
h5¢z

[ R@n)=| oo = el £]=0=[H.C]=0
= Si el sistema tiensimetria azimuta| I:Z es constante de movimienyocomparte autofunciones con

H (dondez es la direccién perpendicular al plano de simgtria

- Si el sistema tiene simetria esférieecéntral):

El sistema es invariante frente a rotaciones east¢ab direcciones

Para que[ﬁ , fij =0, es necesario y suficiente qué conmute con el
operador rotacion que efectia una rotacion inmtel en una direccion
totalmente arbitraria:

. 0 ”=_i_ -
R(Op)=1- GpL=1-_GpALL

i ~
=1-—p L
h5¢n

donden es un versor en cualquier direccidn del espacio.

[I—],Ii(ﬂ)]:[l-] 1—%@[[} :—'Eﬂ[ﬁﬁ, [)=0=[, =0
— Si el sistema tiensimetria esférica L es constante de movimiento y comparte autofuncicen
H.

* Cualquier similitud con el caso clasico no es chsua

* Vemos que el impulso angular va a ser importantel estudio de sistemas con simetria de rotacion.

Por lo tanto, vamos a estudiar algunas de suseqitages.



1) Propiedades de conmutacion.

L, =yp, -zp, L, = zp, - Xp, (,=xp,-yp, (recuerdenque,p |=ind,)
Calculemos (son todos operadores; no pongo el “sanitdd’ por simplicidad)

IC..C,|=[yp, -z, 20, - xp.]=[yp.. zn] - [zn,, 2] - [ypz,xpz +[zp,xp,] =

=y[p..ZJp, + p,[z,p.Jx=-iA(yp, - xpy) in(xp, - ypx)

—Ih Ih

IC,.C,|=inL,

« Esto es general: las componented dro conmutan:

|C..C,|=inl,| con(i, j,k)=(x y.2) y todas las permutaciones ciclicas.

Esto tiene una consecuencia notable: no se puedslr mimultaneamente, con total certeza, dos

componentes del impulso angular. Es decir, exigkationes de incerteza entre las componentes:

alal, 2 2f(C,)

« Si definimos el operadot? = L% + 2 + L2, es decir, el médulo al cuadrado del vector, sedpuer
gue (probarlo):

[[Z,I:iJ:O coni = X Y,z

0 sea que el modulo al cuadrado del vector impalsgular si conmuta con las componentes. Esto
significa que puedo tener bien definidos simultameate 2 y alguna de las componentes.

» COmo “visualizamos” entonces, al impulso angular@ddgamos que elegimos la componentpara

medir junto conl?. Las otras dos componentes quedan indeterminBdamces:

Z4 Podemos pensar al vectbr como cualquiera de las generatrices de un cono,
en cuyo eje (y en cuya altura) eﬁzé

Aclaracion: en algunos libros dice que el vectda mrededor del eje. No me

parece una descripcion acertada porque, en ese paddamos conocer,

instante a instante, las componented_den el plano, en este case ¥ , )

« Podemos inferir que los operadorgsy, digamos,L,, van a ser (tiles para resolver problemas con
simetria central, ya que son constantes de movimi@bviamente, en el caso de simetria esférica,

ll—] , I:2]=O puesl—] conmuta con todas las componented_dey, por lo tanto, comparten autofunciones
4



con H .Por qué no estamos consideranodaslas componentes de?. La razén es que, si bien todas
son constantes de movimiento, las componentdsri®econmutan entre si y, por lo tanto, no comparten

autofunciones (qué loco, pero si comparten autidnes conH , y entonces? Esperen a la préxima
clase). Entonces, para resolver un problema, dglinto de todaslas constantes de movimiento, se elige

un subconjunto de las que conmutaaiasentre si:

El subconjunto de las constantes de movimiento que
conmutan todas con todas se llama:
conjunto completo de observables que conmutan

Constantes de movimiento 0, mas familiarmente, €COC.

» Como todos los observables del CCOC conmutan sitreomparten autofunciones. Entonces, por
ejemplo, en un problema con simetria central, padgnhantear:

1) Hy(7) = Eg()

2) L2y(F) = Ay (F) + CCOC

3) Ly(r) = A (F)

donde A* y A, son los autovalores dézy I:Z, respectivamente (que todavia no sabemos cualdn)va

Notan la similitud con lo que hacemos en fisicasicE? En cuéntica también las constantes de

movimiento son muy importantes.

« Autovalores dd?y L,

Vamos a resolver en forma conjunta las ecuaci@pgs3). De esa manera, vamos a teBé3 de la

batalla ganada en cualquier problema con simeémiéral. Pero, para eso, averigiiemos primero cuanto
valen los autovalores d€'y L,.

Notemos que:
j“’ W'y dx = jm W'y d3x+f Wy d3x+j_°° W' d3x =

:fm "yl d3x+fm Iiyz//‘2 d3x+fm I:Zz//‘2 d*x=0

Ly
ya que, por ejemplo:
® d

[wtydx=]"wilydx=["wilydx=[" (i) ex=[" Ly

* Por conveniencia (y acordandonos de Bohr y de ftiene dimensiones de impulso angular),
escribimos los autovalores:

L2 (F) = y(F) =1 (1 +Da%w(F) con | =0

Ly () = Agp(F) = migy(r)



La condicion | =0 determina & univocamentel y m son los nUmeros cuanticos que nos van a dar los

posibles valores dé’y L,. Al nimero cuanticd se lo llamanimero cuantico orbitalmientras quem

es elnimero cuantico magnéticbloten, ademas, quey m no tienen dimensiones, y resulta bastante

evidente que no pueden ser independientes. Edewtinte, vamos a demostrar gule<s m<| .
» Supongamos que,, es autofuncion de:zy I:Z, con autovalores$(l +1)#° y nmvi, respectivamente.

Para probar que | < m<| vamos a usar dos operadores auxiliares (que tea vasultar muy Utiles en

Tedrica 2):

|

L, =

,+iL,  operador de subida

y su adjunto hermitico:

|

L, =L, -iL, operador de bajada

Se llaman operadores de subida y de bajada papglieados ay,,, aumentan (disminuyen) en 1 el valor

dem.

Notemos que:

L0 =02 0(2+nl,
~ ~ ~ robarlo
- (p )

~

L L, =L2-12-aL,
Calculemos:
0 [ [Capal &x= [ [CaiNCapml®x = [ € ~iC, i NC o= [ ([0 -1, b, Epin Joox =

= J-_m w;nl:—l:+wlmdsx = J-_oo wl:n (l:2 - I:ZZ _hl:z)ﬂlmdsx =] (l +1)h2 _ m2h2 _ rnhz
Igualmente (demostrarlo):
® | A 2
o= ‘L-‘/"m‘ d*x =1 (I +Dr* - mn* + ma*

Tenemos dos desigualdades que vincukam:

DI+ -mm+2)=20 =(-m)l +m+1)=0

I+ -mm-12)=0 = (1 -m+1)(1 +m)=0

donde hemos agregadaml — ml a cada desigualdad.

Podemos ver que:

De 1), simsl =>m2-(+1) = - (1 +1)<m<|

De 2), sim=-l =>ms<(+1) = -1<ms(l +1)

Se puede probar que con cualquier otra combinas#dfilega a un absurdo. Ahora bien,-di<m,

entonces también es(| +1)<m, y sim<|, tambiénms< (I +1). Por lo tanto, la condicién es:

Ya estamos en condicion de encontrar las autofoesidel’y L, .



« Calculo de las autofunciones de?y L, .

Como este célculo nos va a servir fundamentalmeaite problemas con simetria esférica, vamos a
escribir L’y L, en coordenadas esféricas.
2= (=inFxO)if=inFx0)=-r?(F xO){r x0O)

24 Al hacer r x[Jeliminamos la componente radial dé, por lo

gue vamos a escribir:

L= _hz(r % Dg¢)E(FX D9¢)

donde U, es la parte angular el gradiente. Esto es un ptoduc

i

mixto, asi que:

(2 = %7 0, x (7 x O )|

<vy

s
T

y ahora tenemos un doble producto vectorial. Usamasa —

caballo™

(2 = -2 D7 (0, M) - DW[DWFJ |2 =-n7r202,
0
Igualmente (se los dejo a ustedes):
L, = il
0¢

La sencillez de la expresion dg hace que se lo elija frentelg o L, (pero se podria trabajar con uno

cualquiera de los tres).
« Las autofunciones de?y I:zdeben cumplir:
D Cy(r,6,0)=1(1 +Dry(r,6,¢) 120

2) Ly (r,6,8) = may(r,6,p) ~l<m<|
Los operadores en esféricas:

R 2
L* = —n%?05, = -1’ ii(serﬂij +ia—2
serd 8 08) sert@d¢g

L, = ind
0¢

Ni L% ni I:Zdependen de la coordenada> es separable. Entonces:

@(r.6,9) =R(NY,(6.9)

Entonces:

o0 1 0 0 1 9 _ 22
- {@a—g[serﬁﬁj *ma?z} R()Y,n (6.6) =13 (| +DR(1)Y, (6.9)



2) - ih% R(NY,(6,6) = MAR(1)Y;,(6,9)

La funcion R(r) se simplifica en ambas ecuaciones, igual quéi tos

1 0 d 1 02 _
1) - [@a_e(semﬁj *or ea?z}ﬁm 6,9) =1(1 +1)Y,,(6,9)

2)-i-2 5 Yin (8,9) = MY, (6,9)

En la ecuacion 2) no aparefle=> también es separable:

@(r.0,9) =R(NR,(6)f.(#)

Sigamos con la ecuacion 2):
. 0 im
2) = fm(¢) = mfm(¢) = fm(¢) =€ ’
0¢
Como la funcién de onda debe ser continua (pedoonsnuidad en las tres coordenadas):

f (@=0)=f (p=2m) =1=€""= mOZ(>6<0)
En 1):

1 0 0 1 3 )
1){ rﬂae(se”g j’L ﬁea¢}(¢) 2(6) =11+, (#)R(6)

2

Pero ‘; (@) =Pt ()

1 0 0 m’ B
1 —{@@(sema—gj - H}F?m(é’) =11 +DR, ()

Se va la parte (y la funcion) ep y nos queda una ecuacion pafg 6 .(Hacemos un cambio de

variables:

u=cos¢ i:i%:—serﬁi
dé dudé@ du

D {—%[(1—&)%} +LTUZ -I( +1)}F?m(u) =0

Tenemos una posible divergenciau$i= . Phra salvarla, probamos, sin perder generaligasolucion:

R = f-17)? F, )
(El exponente@resulta de introducir la funcion en la ecuacion er xual es el exponente mas

conveniente. Nos ahorramos ese paso).



Reemplazando:

@—uﬁi;ﬁxw—zmw4w§%ﬁxm+ﬂ0+D—nﬂn+nkmw):o

Esta ecuacion no puede resolverse por el sisterfzasdeie de potencias. Hagamos lo Unico que poslemo

hacer: volverla a derivar. Resulta:
f-w) 2 ) - 2m+ 200 R )+ [ +1) - (e 1)m+ 2] 2 ) =0
dg® ™ du> ™ du ™

Se ve que la segunda ecuacién tiene los mismogiereés, pero commincrementado en 1, y el orden

de las derivadas también incrementado en 1. Erdote@cuacion derivada resulta ser la ecuaciéa par

, d . .
Fimsy SIFimeny = P F., = esto es una relacion de recurrencia!

Entonces, se puede plantear la ecuacién paramkprniembro de la familia de funciones€0) vy,

derivando, encontrar las otras funciones:

dI’T'I
Fr :WF'O Por supuesto, com> 0
Param= Q la ecuacion resulta:

@-uﬂgg—ﬁam—zugﬁﬁxm++0+ﬂme):o

2

Esta ecuacion es la ecuacion de Legendre y se pesalger por el método de la serie de potencias:
— - k
Fo= au
k

Resulta la siguiente relacién de recurrencia:

_k(k+D-1(1+2
He2 T (1 )k +1)

La serie se corta naturalmente paka| = obtenemos polinomios de grade= polinomios de
Legendre.

+ Las funciones e resultan:

m glm

R,u)= (1—u2ﬁdu—m Fo| = polinomios asociados de Legendre.

con -l <ms<| (recordar quel=cosd).
* Finalmente, juntando todo, las autofunciones rasult
Y (r,6,0) = R(NY,(6.9)

con R(r) cualquier funcion de, y:

Yin(6.9) = €™R, (cos)

Y., (6, ¢) es una de las familias de funciones importantdésera y se llamaarmonicos esféricoon el

factor de normalizacion incluido:



(2™ [21 +21(1 - m)

P _(cosd)e™
2 4 (1 +m) in(C0S5)

Yin(6,9) =

Estas funciones forman una base ortonormal, pondocgalquier funcién sobre la esfera puede essebir

como una combinacioén lineal de ellas:

F0.0)=3 Y 6V (6.9)

1=0 m=-

« Algunas propiedades:

Y (6,8) = (-1)"Y,_, (6.9)

2m m %
[ dg|, serd Y, (6,4)Y,,(6.4)d6 = 3.0,
» Algunas funciones (los factores “raros” son logdees de normalizacion):

Yoo =

3
Y, =.—cosfd
v Nar
3 )
Y., :Tq/—serﬁew
1+1 8”
5
Y,, =.|—(3cosg6-1
20 V1677( )
Yo, = F, /E cosd serd *'?
- 8r
Yoo =+ /Eserﬂ? e’
B 32T

Noten que la funcién de es solo un factor de fase. Por ese motivo, la dadsile probabilidad solo

5l
S|

depende del angulé = son todas figuras de revolucion alrededor det.eje

« Grafiguemos las primeras densidades de probabilidad

A valor de f(30)

30 Hacemos graficos polares: se representa para capgoael valor

valor de f(66) de la funcion que corresponde a ese angulo.
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* Tengan en cuenta que son todas figuras de revaladiédedor del eje. Por ejemplo,|YOO|2es una

2 , . 2 , . ,
esfera,|Y,|" son dos I6bulos alrededor del gjgero|Y,.,| no son dos Iébulos rotad®@ , sino algo asf

como un toro cuyo circulo interior es nulo (como alimohadon apretado en el centro). Cualquier

parecido con algo conocido...

|=0,m=0

\

=2,m=0

» Por gqué son figuras de revolucién alrededorde

Clasicamente, la conservaciéon de de una particula tiene como consecuencia que daiblps

trayectorias de esta se encuentran contenidas plamo perpendicular k.

Cuéanticamente,L no tiene una Unica direccién sino, como ya

comentamos el vectdr se encuentra en la direccion de alguna de las

generatrices de un cono, cuyo eje es elzejpuando consideramos
L’y L,, Entonces, podemos pensar que ahora, el lugarrcdoride

podemos encontrar a la particula no es un Uniaoopisino el plano
rotado alrededor de, lo que, finalmente nos da una figura de

revolucion alrededor de dicho eje.
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» Una aplicacion. Moléculas diatdmicas: estados ratawales.
Los estados rotacionales corresponden a las pdailés de rotacion de una molécula. El

hamiltoniano que describe esa situacion es:

A,

~ 12 . . . . .
H =§ donde hemos supuesto, por simplicidad, que losentos de inercia de la molécula son todos

iguales. Si la molécula es diatdmica, va a tergmados de libertad de rotacion.

Planteando la ecuacion de Schrodinger:

A,

2
Z—Il//—El/’

las energias van a sg; =%I (I +)n®

Los niveles rotacionales para una molécula diatarmqp@seen energias proporcionales a los numergs 0, 2
6, 12, 20...El espaciado entre niveles adyacentes es:

/& ., . . . _ ,
AE=EF -E_ :I— conl = ur; (u=masareducida, r, =distancia de equilibrio entre atomps
Al pasar de un estado rotacional a otro, la radimgesultante corresponde @a=2x10“Hz. Esto
corresponde al IR lejano o a las microondas. Justganen el horno a microondas se excitan los @stad

rotacionales de las moléculas dgoHi organicas.
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