Clases 25y 26Atomo de hidrégeno — Orbitales hibridos

El método es valido para cualquier potencial cénti@) , donder puede ser la coordenada relativa o
al origen. En este caso, vamos a resolver el attntd, que es un problema de dos cuerpos.

El primer problema es que ahora tenemos variogpogeno una unica particula (ya vimos algo de eso

en la clase 23). La idea es la misma: ahora, elltzamano va a ser de varios cuerpos y, por loadant

también lo seran sus autofunciones y autovalores:

H@L2,...,N)y 12,...N)=E@L2,..N)¢ 1L2,...,N)

N 2 R
> - th 02 +V (%, %y, %y) W 12,...,N) = E(@2,...,N)¢ 1.2,...,N)
k=1

donde conl?2,...,N estamos indicando a las particulas y sus coad#es y estamos considerando el caso
estacionario.|1p (J,2,...,N)|2 representa, entonces, la densidad de probabildad el sistema dél
particulas.

* En el caso que ahora nos interesa, el atomo detel,es un sistema de dos cuerpos y, por lo tanto
podemos desacoplar las ecuaciones considerandonéi@ de coordenadas al centro de masa (CM) y la

particula de masa reducida:ﬂ
m +m,
IEZJ ) )
:n); R= myf; + My,
- m+m,
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+ El hamiltoniano resulta, entonces:
ﬁéM +£;21 +VA(I’)
2(m+m,) 2u (1)
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» La ecuacién de Schrodinger:

(R (RT) =ECM, )y, (RT)

T,
Il

I,
I

I



Si miramos el hamiltoniano (1), vemos que los téosidel CM y de la particula de magae separan,
por lo que, la funcion de onda total se puede lascri
Y (R M) =@y (ﬁ)w(F)

y la ecuacion se separa en dos, una ecuacion|pah g otra para la particula de maga

h? 2 = =
)| -———0O R) = R
)( 2(rnl+rnz) CM ijM( ) ECMwCM( )

2)(—h—ﬂmz +V(r)]w(r) E ()

» Laecuacién para el CM tiene como solucién unagidna:
Pew (ﬁ) = Ce'® con Egy, :ﬂ (k)
2(m, +m,)
gue es el equivalente cuantico de la particula libr
* La ecuacién que tiene mas interés es la ecuaci@n gpaVamos a resolverla. Como es un potencial
central, las coordenadas adecuadas son las esféNoten que, mientras no escribamos cuanto vale

V(r), el método es vélido para cualquier potencialsioretria esférica:

» Potencial con simetria esférica
~ B2
H-——D02+V(r)
2u
y el laplaciano en esféricas es:

162
rar

0% = r+D2

La parte angular del Iaplaciané,,,:

2
D§¢:i . i(sen9ij+ 1 0
r?|serd 06 200 serfd d¢°?

esta relacionada (cf, clase 24) con el operador

[2 =-n’r’02,

El hamiltoniano, entonces, resulta:

R 2 "2 2 2 "2 2 R
A=ty B oyen=-l10 0 U=l 0 0
2u 21 2uror® 2 ,u ror
—_

Ver (1)
Es totalmente analoga a la expresion clasica, dterdemos una ecuacion que depende solamente de la

coordenada, y un potencial efectivo.



« Vamos a encontrar las constantes de movimientaemesa dos formas: a) hacer los conmutadores con

el hamiltoniano, o b) considerar la simetria debjfgma.

* Vamos a considerar la simetria del problema. Rapailticula de masa, es un sistema con simetria

esférica (el potencial solo depende de la coordemnadial)= no hay direcciones privilegiadas. Por lo
tanto, el hamiltoniano conmuta con el operadoradacion infinitesimal que rota en cualquier dirécci

del espacio:
A A A - i A S
[H,R(ﬂ)]:[H 1-—0p EL} :—%ﬂEﬁH, [)=0=|A.C]=0
Por lo tanto, todo el vectdr = I;>2+ I:y§/+ AI72 es constante de movimiento.

Si L es constante de movimiento, también ld &s

* Ensuma:

A A A

Constantes de movimientlaAt,I:2 L.,L L

Lo by by
» Podemos usar todas estas constantes de movimemataogsolver el problema? No. Como vimos en la
clase anterior, de todas las constantes de mouvimiéenemos que elegir el subconjunto de las que
conmutan todas entre si (de lo contrario, no vanpaotir autofunciones). A ese subconjunto lo llaraam

el CCOC: conjunto completo de observables que cteimiLas componentes del impulso angular no
conmutan entre si, por lo que incorporamos al C&QI€ una de ellas. Sefq.

* Entonces resulta:

CCOC: H, 2L,

Notar que esto también es equivalente al casocola3iengo tres grados de libertadnecesito tres
nameros para describir completamente al sistenees operadores que conmutan entre si (y cadaaino
a aportar su nimero cuéntico). En nuestro caso:

1) Hy(r) = Eg(r)

2) Gy () =13 (1 + D(F)
3) Lyy(F) = magy(F)

De 2) y 3), ya sabemos que las autofunciones \&a&n:a
w(r,6,¢)=R(NY,,6,9) (cf. clase 24)

} estoyalo tenemosesueltd

dondeY,, @ ¢ ) son los armonicos esfericosRr (es una funcion de la coordenada radial. En este
punto, entendemos lo que hemos repetido muchass:veomparten un conjunto de autofunciones

comunesDe todas las autofunciones diéy I:Z (para las cualesRR r (e una funcion radiaualquierg

el hamiltoniano, y, en particulatt;’, r (, ya a determinar la funcion radial.



» Vamos a resolver la ecuacion radial 1):

n? 1 02 2 _

__Z_ﬂ??r + e +V(r)_z//(r,t9,¢) =Ey(r,0,9)

[ on2102 2 ] _

e o VO RON0.9) = EROY, (0.9)
hz 1 92 (0 +D) - _
oo r+ e +V(r)}R(r) =ER(r)

En el dltimo paso hemos usado quAéY,m(B,¢):h2I (I +2)Y,,(8,¢). Al no haber mas operadores
“angulares”, Y, € ¢ ye simplifica. y queda una ecuacion solo pdR@r). Es una ecuacion

unidimensional. Para que se parezca mas a la éoudei Schrodinger en una dimension, hacemos el
siguiente cambio:

R =40 L 18 (rumjé & )

r r dr? r r dr?

Introduciéndolo en la ecuacién:

:}[ 7w dz2 o+ [ (1 + )+V(r)ju(r)} gu(n)
r 2,udr 2/n° r

El }se simplifica y finalmente queda:
r

_h_z d22 u(r) + (Zl(l )+V(r)ju(r) Eu(r)
24 dr 2ur?

» Hasta acéa esto es totalmente general paatquier potencial con simetria esférica. Ahora vamos a

resolver el atomo de H (o el &tomo hidrogenoide, Z&1).
2
1)

0

. Potencial\?(r) = —é (en unidades gaussianas® =

;lz d22 u(r) + (h2|(| 1)_Ze2Ju(r):EU(r)
p dr s

* Notemos algunas caracteristicas. Estamos resolviparh la particula de maga. Esta es “casi” el

40me -

e, ya que la masa del protén s1840 la masa dek . Entoncesu =
1841m,

m, (y estamos

considerando para = 1). De la misma manera, se ve que el CM es “dagidsicion del nacleo. Pero, si

gueremos ser estrictos, vamos a seguir resolvipadoy .



» El potencial efectivo tiene la siguiente pinta:

YCf(r)

V(‘F;

n* d?
‘zw”“){

(1 +1)  z¢€ _
2 ; ju(r)— Eu(r)

Ordenamos la ecuacion:

d? 1(l +2) 276 2u
u(r) - u(r)+——+—-Eu(r)=0
AU U = S ST
Para resolver la ecuacion y que no haya tantastasimes fisicas dando vueltas, nos conviene

adimensionalizar. Sabemos que Bohr algo de razia, tasi que usamos sus resultados. Definimos:

2

Yo, =L cona, = h—z = 0.529177A (radio de la primera Orbita de Bohr)
&, He
_ | E et . o
£=|-— conE,=—=136eV (|E| del estado fundamental de Bohr-potencial de iorrgc

] 21’

El signo (-) es porque estamos resolviendo loslestikgados y, por lo tantk <0
Resulta:
d*> 1(1+1) N 2z
do* p° p

* EIl procedimiento ahora es el usual. Buscamos l&scisoes asintoticas para resolver posibles

—fz}u(p) =0

divergencias y asegurarpriori que la funcion de onda se porte bien.

a) p - o =U - 0 pues es un estado ligado:

2
{d(iloz ) Ez}uas(p) =0= U, = A€+ BE” = B=0= Uy (p) = A



b) p - 0=u, <o Noten que este es el limite que corresponde a>.

d> 10+ |,
- u =0
|:d,02 p2 :| as(p)
Buscamos soluciones del tipo= p°. En la ecuacion:
=
(s-1)p 2 ~1(1 +1)p"? = 0= s-1) =1 (I +1) :»{ S
s=1+1

1+1 1+1

= U, =A0" +Bp" = A=0=u,(p)=Bp

» Con las soluciones asintgticas, hacemos:
u(p) =e*p'"f (o)
con lo que extrajimos algunas singularidades déumeion de onda. Introducimos estgp)en la

ecuacion y resulta una ecuacion pdig : )

2 -
d*f +2(|L1_£J df  2Z-2e(+1)  _,

do> \p Jdo P

Esta ecuacion tiene nombexuacion de Laguérrd.a resolvemos por el método de la serie de p@snc
f(0)=> an"
k=0

Metiendo esta expresion en la ecuacion, pido, cemmpre, que el coeficiente que acompafia a cada

potencia sea nulo, ya que la ecuacion se debe tuimpl

;[O]pk =0

Se obtiene la siguiente relacion de recurrencia:

_2e(k+1+1)-27
T (k+D(k+ 2 +2)

» Todavia hay que cerciorarse de que esta serie ganRara eso vamos a ver a qué limite tiefe
A

. . . 28

parak - o . Si esh <1, entonces convergel:lmh =lim— - 0= converge
a koo g ko= K

Sin embargo, igual estamos en problemas, porqusesiconverge, podemos ver que, p@ra o se

2ep

comporta igual que™, ya que:

S K a  k

O sea que ambas funciones solo difieren en unatadasparap - o y nuestraf(p — ©) - o,

e :i(zg’o)k :M _,E

Entonces, hacemos lo de siempre. De todas las spkgcque nos da la matemética, nos quedamos con
aguellas que son buenas funciones de onda (esgaiear la condicion de contorno). Las series itdi

no sirven=tenemos que cortar la serie y quedarnos con lasgooios.



* Podemos hacer eso? Si, porque todavia tenemosadgnita mas: la energia. Y esta metida en la
relacion de recurrencia. Es decir, pido:
2e(k+1+1)-2Z2=0

—_—

n
Agrupamos todos esos numeros que parecen junias @mco numera:

n=k+|l+1 vysevequea>I|

Entonces:
2 2 4
n n 2hn

Esta es la solucién de Bohr. Al nUmero cuantitaue numera las energias se lo denomimaero
cuantico principal.

» Juntemos todos los pedazos de la funcion de ol caie fuimos dejando por el camino:

(r)=C, ‘5naLo — | fa
Ru(r)=C,e (aoj (r)

Los polinomiosf,, (r) se denominapolinomios asociados deaguérre.
» La funcién de onda completa es, entonces:

Yo (1,6,0) = R, ()Y, (6,9)

donde cada funcion se normaliza por separado:

[[RiOzar=1 ["dg[ "%, (6.9)Y,(6.9)sertio =1

* Los numeros cuanticos (recapitulemos):

n = numerocudnticoprincipal - nos da los niveles de energia
| = nimerocuénticoorbital — nos da el autovalor de?

m = numerocuanticomagnético- nos da el autovalor déz

Estos nUmeros cuanticos estan relacionados:
n>l y -l<mgl

» Algunas funciones radiales:

Z V., o .
R,(r) = g 2e * ‘1ler nivel

2donivel




2 zr
Z \? 27r 2| Zr "3
= —— 1—__ - — 0
Rol)=| 3, { 3ao+27(aoJ
3
5 _z
R,(r)=| — zﬂﬁ(l—lﬁj % 3er nivel
3a, 3 a, 6 a,
3
(zYy22(zY 4
Ro(N=|—| == =
3a,) 275\ a,

« Empecemos analizando los diferentes estados. Gaganto (n,I,m)me da un estado diferente. Sin
embargo, no todos corresponden a diferentes asefgn rigor, como la energia solo depende, dios
estados estan fuertemente degenerados. Analicesaategeneracion. Hagamos una tabla, considerando

las relaciones entre los nUmeros cuanticos:

nil m g Calculemos la degeneracion:

1|0 0 1 = Por cadd tengo2l +1valores dem

2|0 0 = Por cadan tengo qued<l <n- 1
1, -1,01 4 Entonces:

310 0 g:n_l(ZI+1):2ni|+ni1:n(n—1)+n
1 -1,0,1 1=0 =0 1=0
21-2,-1,0,1,2/ 9 g=n°

Aqui hay dos tipos de degeneracion:

1) La degeneracion que proviene de que hay diferesatieses del por cadan (I <n) se debe al
potencial coulombiano wo tiene por qué aparecer para otro tipo de potehcPor eso se
denominadegeneracién accidental

2) La otra degeneracion, la que corresponde a-fjuems<| va a aparecer en cada problema con

simetria esférica y por eso se llam@generacion

esencial La razon es simple. Cambiar el niumero
cuanticom significa cambiar<LZ>. Como <L2> es

siempre el mismo (el que corresponde al numero

cuanticol), cambiar la proyeccion del vector sobre

v

el eje z implica rotar los ejes coordenados.

Recordemos que la direccion que, arbitrariamente

llamamosz es cualquier direccion del espacio, ya
gue por la simetria esférica, no hay direcciones
privilegiadas. Si hay simetria esférica, rotards no puede cambiar nada. Luego, la energia no
puede depender e



Es importante destacar que la existencia de deggnarsiempre tiene que ver con alguna simetria vy,
equivalentemente, con alguna constante de movimiést, la degeneracion que viene por lo valores
de mse debe a la simetria esférica. Cabe preguntaéseanstante de movimiento esta relacionada
con la degeneracion que viene pokl. Esta degeneracion accidental, que se debe arr@afo

particular del potencial coulombiano, proviene da gonstante de movimiento “no tradicional”’, nada

evidente, llamadsector de Runge-Lenz

Lxp-pxL T
2u r
* Analicemos ahora las funciones radiales.
Las funciones coih # Otienen un factor' que muestra el efecto de la barrera centrifuga‘ma¢a” a
la funcion en el origen (cf. con el caso clasiér el contrario, las funciones cér= ti@nen valores

considerables en el origen (cba  nO hay barrera centrifuga). Veamos las primenasidmes:

n=1
§ Zr
Z V2., o
wo-[Z )
=0 i &,
n=2
| 0 § Zr
- | L o L2r ) 2
Rol0) (%J 2[1 ZaJG
=1
§ Zr
| £ P12
Ry, (r) (Zabj Jéabe




ng Zr)
Rszu( ]N( j

» La funcion de onda total en el espacio de tres adgaes es, como ya hemos visto:
‘/lnlm (r '3! ¢) = Rwl ( r.)Ylm (61 ¢)
e Para un estado cuantico particulér,l,m)la densidad de probabilidad posee simetria rotation

alrededor del eje (no depende del angulp). Explicitamente, viene dada por:

=W 697 = RO @I @)

Estas densidades de probabilidad son lo que sendean losorbitalesdel €.

» Si solo nos interesa la probabilidad de enconfra a una cierta distancia del centro del atomo (es
decir, la probabilidad de encontrarlo en algun iwdgntro de una capa esférica de radig espesodr ,
basta integrar la expresion (1) sobre el angulmedQ de 0 a4n . Como los armonicos esféricos ya

estan normalizados:
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p(r)dr = joz”d¢ [ V(6.4 serg d|R, (r)"rdr =|R, ()] r*dr

1

* En general, los espectroscopistas usan la siguietdeion para denominar a los orbitales:

ndmero cuénticd 0 1 2 3 4

orbital < p d f g

Para nombrar a un orbital, se hadg. Por ejemplo, el orbital del nivel =2, nGmero cuanticd = ¥
m=0, se escrib&p, (en realidad, vamos a ver que el nUmero cuamice incluye de otra manera).

Los orbitales tipas (I =0) no necesitan especificana Por ejemplo]ls, 2s, etc.

* Analicemos algunos orbitales (vamos a hacerlo gaxd y hacemos, = 1t
1) Para el estado fundamental:

Uiy OR,=€" = |l//100|2 =~ e ¥ = orbital 1s

La densidad de probabilidad es is6tropa, pero decegponencialmente

conr, es decir, son capas esféricas de densidad ctsstan

2) Paran= 2

r 2
) Wogo = RyoYpo =€ 2(1_%J = |‘//200|2 = e_r(l_%j = orbital 2s

La densidad de probabilidad es isotropa, pero tgneodo err =2 (a, )

X b) Yorn =¢ 21c101) = Raic10)

™
./

Veamos para los distintos valoresmie

N

r r
r o .
* Yro=RyY,=e?rcosf=e’z= “//210‘ =e'Z

= orbital 2p,

= E b.1)m=0:
‘//210

~
-

2 _
paridad (-1) |¢/210| =2p, Aqui se ve lo gue comentamos antes. Como el
orbital es proporcional a z (y es una figura de

revolucion alrededor de z) en vez de nombrarg se lo nombra coma@p, .

11



b.2) m=+1

r T

W, = RY, = —e 2rsend € = —e 2rsend(cosp +iseng) = —e 2(x +iy)

r

Wy = RN, = & Zrserf e ~ e_%rsene(cos¢ —iseng) = e 2(x-iy)

* Los 4 orbitales para el nivel 2 estan degenerades aqui cabe una pregunta que hemos estado
evitando. Si el potencial tiene simetria esférigay qué los orbitales tienen simetria de revolucién
alrededor de? Es evidente que eso se debe a nuestra elecdi@C@C, donde incluimos al operador

ﬁz. Y es evidente, también, que los orbitales tiemenreflejar la simetria del potencial. Y si hubidos

elegido, por ejemplo, a:x? Entonces, seguramente, hubiéramos obtenido essasas figuras, pero

orientadas enx (recuerden quex, y, z son orientaciones arbitrarias ya que no hay divees
privilegiadas) . Y entonces?

» Para responder a ese cuestionamiento, veamosuiersig. Supongamos que hago una combinacion
lineal de funciones de onda que correspondan tatasismo nivel de energia (es decir que estén

degeneradas):

@=>ay, dondeHy, =Ey,
k

Si aplicoelH ag¢:
He=HY ay, => aHy, => aEy, =EY ay, =Eg
k k k k

Qué significa esto? Significa quealquier combinacion lineal de autofunciones ldedegeneradas es

también autofuncion del . Entonces, lo gue obtuvimos para el nivel 2, allvesaon el CCOC elegido,
esuna base para el subespacio de funciones que qwnelen a dicho nivel de energig lo mismo,
para cualquier otro nivel).

» Entonces, por ejemplo, si sumamos y restamos tafuagionesy,,, y ¢,,.,vamos a obtener:

1 1 - . . L 1 2 .
E(w211+w21—1):§e 2[_ (X+|y)+(X+|y)]:e 2y :‘E(‘/Izn""/’zm)( =e'y? = orbital 2py

2
=e'x* = orbital 2p,

1 1 - . . -L 1 .
5(4/211—4021-1):58 2[_ (X+|y)_(X+|y)] =-e ?x 3‘5(%11—'!//21-1)

Los tres orbitales tiene exactamente la misma fpre@o que

orientados segun los ejes (arbitrarivg), z.Podemos pensarlos como

< ™ los tres “versores” del espacio que nos permitéaras funciones en
cualquier direccidon. Entonces, todo bien: la demsfhra el nivel 2 es

isétropa. Lo mismo puede verificarse para cualqoiier nivel.

12



» Esta propiedad permite que uno pueda “fabricarskitades de una energia determinada y con la
orientacion que se desee. Y esto es sumamentaatdildefinir los enlaces en las moléculas. Cuaedo

mezclan orbitales de distintodecimos que soorbitales hibridos

* Orbitales hibridos

Por ejemplo:

r

1P -5 r_z
* Oe?|1-—(1¥cosf)|=e ?||1-— |F=
Ungtrzo D 1= (1 cos) =7 (1-F ] £
Esto es lo que se llama (la densidad) un orbitaiddh sg, porque esta formado por un orbig} uno
p. Obtenemos 2 orbitales, uno dirigido ha¢ia) y el otro hacia(-z ) También se dice que su estado

de hibridacion esg . Grafico polar:

Por ejemplo, en &lcetileno (= etino): H-C1=C2-H, que es una molécula lineal:

2€eenells
El C tiene 6e™. Cuando el C esta libre2eenel 2s

2€enel 2p
Solo los 2  en el 2pestan desapareados. Eso significa que puede ds’sadra enlazarse con otro
atomo. En ese caso, se dice que tiene valencian2er8bargo, el C usualmente se presenta como
tetravalente. Esto se debe a que, cuando esta ani®@ atomo, uno de los en 2spasa a ocupar el

tercer 2p, con lo que su estructura electronical€®s'2p,2p; 2p; (el supraindice indica el nimero de

e en cada orbital) Hay 4 desapareados.

1s? | 28%| 2p; | 2Pt |=> | 1s® | 25'| 2p; | 2p. | 2p;

X y X z

13



En el acetileno, para formar los enlaces,dogle valencia se distribuyen,& en dossg (uno para

cada lado), y los otros dos en los restantes tebigp, y 2p, .

1s* | 2sp' | 2sp' | 2p; | 2p,

Los orbitales hibridos participan en uniones, una

conelotroC,ylaotraconelH( que aporta un

orbital 1s). Los e en los orbitales2p, y 2p, de

ambos C forman también un tipo de enlace que se

llama enlacen (2p,de C1 con2p, de C2;2p, de

C1 con2p, de C2), que contribuyen a la estabilidad

de la molécula.

En una molécula como el formaldehido, que formangs en el plano:

H

/

O C

Los orbitales deben combinarse para dar uniones glano formando angules se combinan es con

el 2p, y el 2p, (supongamos que el plano(gg)) = orbitales hibridossp’. El 2p,restante del C y el

del O forman una uniomn.

Acé vemos las uniones:

14



220 T T ; ; 200

200 1801

180 1601

160

140 120}
120 100
120 140 160 180 200 220 50 100 150 200
C-H C-O

80
100
120
140

C-0O (n)
(Dal planoxy)

160
180

200

220 ‘ ‘
50 100 150 200

» Finalmente, en una molécula no plana, para daceslan el espacio, se combinan el orbislcon

los 3 orbitales2p . Estos se llaman orbitales hibridgs .

Nota: los esquemas de orbitales de esta clase son, gremite, esquemas. En la clase anterior
comentamos que hay dos formas de representartifecay polares y graficos de equidensiqwlczj = cte.

Aca les muestro un orbit@&p en sus dos versiones:

Orbital 2p, - grafico polar Orbital 2p, - equidensidad

explsart(x.*+y.) y 2=cte

90
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Nota 2 (extra - para pensarPara resolver el problema del aomo de H, eleginommso CCOC el
conjunto de operadordﬁ,liz,liz}, gue es un subconjunto de las constantes de meniopies decir de
aquellos operadores que conmutan con el hamiltonidhora bien, qué hubiéramos obtenido si, en vez
de eIegirI:Z en nuestro CCOC, hubiéramos tomaﬁid’ En principio, esto es posible, ya que cumple con

todas las condiciones, es decir, es constante gamento (redundante, ya quAg lo es), y conmuta con

los otros operadores del CCOC (o sehy I:2). En ese caso, es facil ver que hubiéramos oladenid

directamente las autofunciones reales, es d2gy, 2p, y 2p,. Cémo vemos esto? Si nos remitimos a

la clase 24, en vez de plantear:
L, ()= -ih% f(¢) =mif (§) = f,(¢)=¢€"

hubiéramos planteado:

0§ (g) =men2f (9)

Ct@)=-1

Cudl seria la solucion en este caso? Se los deggppasar (es muy facil!).

* Sin demostracion (para guardar en un buffer dedeanmia), esta propiedad de tener autofunciones
reales, proviene de una simetria Iéleque no hemos tenido en cuenta y es la simiegide a inversion
temporal Igual que con todas las simetrias, si defininmsmerador‘ftal gue, aplicado a una funcion:
'fzp(t) =y(-t), y resulta que[f,ﬁJ:O, la consecuencia es qué% =H", y, por lo tanto, sus

autofunciones son reales.
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