Clase 27:Momentos magnéticos y Spin - Impulso angular tofaima de impulsos angulares.

La interaccion mas fuerte en el atomo de hidrogenta interaccion de Coulomb entre el nucleo y el
ey esto también es asi para atomos con cualquieemidee . Sin embargo, hay otros efectos que no
hemos tenido en cuenta hasta ahora, por ser muébalébiles. Uno de estos, por ejemplo, es el efecto
magnético. Por ser mucho mas débiles que la imi@rmcoulombiana, se los trata coperturbaciones
Por ahora, eso significa que podemos agregar etoefie la perturbacion como una correccion a la
energia y a los estados ya calculados, sin neckedalaolver a resolver la ecuacion de Schrédinger.

Por ejemplo, este problema no puede diferir muckb d

problema del pozo cuadrado. Por lo tanto:
E=E,+AE
P=¢,+tA¢

donde E,, ¢, son los autovalores y autofunciones del pozo

cuadrado YAE, A¢ son correcciones que se pueden hacer tan exachasse quiera.

» Pero volvamos a los efectos magnéticos. De donodgoren? Vamos a apelar a una imagen clasica
(una de las poquisimas que usamos en este curdoy 8 se mueven alrededor del nacleo, generan
corrientes y estas son dipolos magnéticos (momeatmeéticqi ). En presencia de un campo magnético,
va a haber una interaccion entre estos dipolosgrapo, que tiende a orientarlos paralelos al campo
U=-uB

« Vamos a encontrar el momento magnético éel (con el calculo semiclasico y en unidades

gaussianas):

PeroL =mmni=|fi=-——L

Esta relacion entrgi y Lse cumple incluso para casos mas complicados. rBirango, el factor de

, . , e . .
proporcionalidad no siempre es exactamenté—. Introducimos un factor de correccian, llamado

2mc
factor de Landg
_ e -
=-g——L
H=—0 ome

En el caso del movimiento orbital del, g =1



« Zidepende dd vy, por lo tanto, puede pensarse como un operamnr autovalores:

_ e
(1) = g;ﬁ;wm

QﬁD:—gaigmﬂ0+D

Para ahorrar constantes, definimos:

Us = & _ 0927x 10 ®erg/ gauss= magnetorde Bohr

2mec

con lo quej = —gHe para ele".

* En presencia de un campo magnético externo, sbtineato va a actuar un torque:

i

El movimiento resultante es queprecede alrededor d&con una

frecuenciaa llamadafrecuencia de Larmor

dL = g% LBser? dt

dL H dg
dgp = —— = g LB Bdt _09 _te
/ Lser 8 J h - @ dt gh B

Este efecto se llamarecesion de Larmor(notar, otra vez, la analogia

con el trompo).

» Experimento de Stern y Gerlach
Antes de que se desarrollara la mecénica ondidaftern y Gerlach demostraron la cuantificacién d

L. La idea es simple.

« Supongamos un campo magnétiBe= B(22 no homogéneo en una direccién (que llamampss
decir, hay un gradiente de campo en esa direc8ibse hace pasar un haz de dipolos (por ejemplo, un
haz de atomos neutros) por ese campo, los dipalos\experimentar una fuerza debida al gradierte de
campo:

F=-0(U)=-0(-4B)=0(aB) = fix (Dxé) +|§x(Dx[1)+([1DD)I§+(I§DD)[1

A/_J
=0 (campoestacionaio) =0(z=cte) =0(z=cte)

donde hemos usado una identidad vectorial:



O(AB) = Ax(OxB)+Bx(0x A)+ (Am)B +(Bm)A

Entonces:

~ 0B .

F=uy—z
/'IZ az

La fuerza mide, en cierto modo, la orientaciénioagdel momento magnético de los atomos respexto d
) ., L, . 0B ) .,
la direccionz (la desviacion que sufran los dipolos depended®lg, , ya quea— es propio del iman)
z

» El aparato era algo asi, para tener un campo no¢gé@meo ez

placa

Stern y Gerlach usaron atomos de Ag.
Clasicamente, tendrian que observar una mancha danla placa porque,

como los momentos magnéticos estan orientados teepdsicion paralela al
campo hasta la antiparalela, formando un contira@abiciones, debemos

esperar una mancha continua.

Sin embargo, obtuvieron esto:
Una linea para abajo y otra para arriba. En redjidapende del elemento;

para otros, aparecen mas lineas (depende de mevaley, ), pero siempre

en forma discreta.

Por esa época, Bohr habia planteado su modelood®mAton la hipétesis de la cuantificacion de
Stern y Gerlach le enviaron a Bohr una foto de lecg felicitandolo porque era la verificacion
experimental de su teoria.

» El problema surgi6é cuando repitieron el experimetio atomos de hidrégeno. De acuerdo a lo que ya

vimos, el estado fundamental delen el atomo de H tienéI:D =0y <LZ> =0. Por lo tanto, no deberia

observarse una separacion del haz. Sin embargo:

Lo que correspondia a que el haz se divididra as




Algo estaba faltando considerar. En 1925, un estieide Wolfgang Pauli, Ralph Kronig (21 afios)

propuso la idea de que el, aparte de su_ orbital, tiene un impulso angular intrinseco, quege tener
dos proyecciones en el espacio. Pauli lo desaleidiéulizando su teoria: “Sin duda es una idea muy
inteligente, pero la naturaleza no funciona asttir{g, entonces, no la publico. En 1926, un afpues,
Uhlenbeck y Goudsmit introdujeron la idea del ingouangular intrinseco, al que llamagpin Por su
teoria, fueron merecedores del premio Nobel. Sibaego, Uhlenbeck y Goudsmit, al enterarse de la

historia de Krdnig, rechazaron el premio...
» Bien, pero qué es ese impulso angular intrinset@deel spin? Una imagen clasica (la primera que

surgid) seria pensar que corresponde a la rotaelbe sobre su propio eje. Sin embargo, eso contradice
todas nuestra ideas cuanticas, empezando ponelgao de incerteza.

 En 1928, Paul Dirac desarroll6 una teoria cuantjoa, contrariamente a la de Schrddinger, es

invariante relativista. En la ecuacion relatividiel € de Dirac, el spin aparece naturalmente, mientras

qgue en la de Schrddinger, teoria no relativistg,duge incluirlo. Por lo tanto, hoy se sabe quspéh es
una propiedad relativista fundamental de las partés (no solo dele”), tan fundamental como lo son su

carga o su masa. Entonces, vamos ahora a estud@ne

e Spin

El spin, entonces, es una propiedad fundamentaisdgarticulas y, como toda propiedad fundamental,
se manifiesta a través de sus interacciones.
» Es un impulso angular intrinseco (que no tiene magaver con “giros” de las particulas). De tedea
grupos, sabemos (no lo vamos a demostrar aca)oges tos impulsos angulares se comportan de la

misma manera, porque pertenecen al mismo grup@dgte las rotaciones) y, por lo tanto, cumplen el
mismo algebra. Entonces si llamanf®sal operador de spin:

S0 = s+ 1)i’0

éza =mgho

donde se cumplessmg<s y Am;=+1 y ¢ es autofuncion d&? y éz

Y hay un momento dipolar asociado:

Hs = —gs%é pero ahora, el factor de Landé para el spiges 2

e Cumple, ademas, con las mismas reglas de conmatdeiéualquier impulso angular:

[é,éjJ: Ihék con(i, j,k)=(xy,z) ytodas las permutaciones ciclicas.

[.8]=0

* En el caso dek’, de acuerdo al experimento de Stern y Gerlach,puede tomar solo dos valores

entre (— s) y s. Variandomg de a 1, se ve que, paraegl el nimero cuanticstiene que ser:



S—l y —+£
2 s "2

. . 1 - .
Se dice, entonces que el spin eelesi, pero debe entenderse que nos estamos refiridnuoreero

cuanticos.

* Volvamos por un instante al &tomo de H.eEltiene spin y por lo tanto (pensemos en el expearime

de Stern y Gerlach) puede estar en un estado de Gpmo en el hamiltoniano no aparece el spin, lo
podemos pensar como “separable” . EI hamiltoniamdepende de los operadores de spin y, por lo tanto
va a conmutar cosy s, Luego, las constantes de movimiento van a sesiderando el spin:

H,LL%S ys?

Considerando las reglas de conmutacion, el nuevoC@a a ser:

A,0.0 8 y&

y. €s

l//nlmsng = Rr|| ( r.)Ylm (61 ¢)0-sng

Como el spin tiene dos proyecciones posiblas % i%), hay dos estados posibles de spin. La energia no

depende del spin, por lo tanto, la degeneracioreataren un factor 2, o sea:

degg =2n°

e Como cualquier funcién de onda, las funciones diaate spin estdn normalizadas. Formalmente, eso

se escribe:
Iqajdas =9
 Pero, como son las autofunciones,, de S* y S,? Supongamos que tomo & (un poco de

imaginacion, por favor) y lo traslado en el espa€ioanto vale su spin? Lo mismo que antes. Por mas
gue lo traslade, lo rote, lo lleve a la Luna, ehgpel e no cambia Esto es porque el spin, propiedad
fundamentalno depende de las coordenadBsr lo tanto, la funcién de onda de spin de licaique nos

habla es del estado de spin, o sea, si (en estalebs ) su proyeccion de spin esg =% om = —% (o

cualquier combinacién de estos dos casos, porqdiggpestar en un estado mixto). El spin no vivelen
espacio de coordenadas sino en un espacio progspacio de spin.

* Entonces, vamos a ver que hdigtintas representacionete estos estados de spin. La mas elemental
- 1
es la siguiente, para:E:

Asigno al estad@,, =a (lollamoa)
22

= (lollamo B3)

y al estadar

-

1
2

N



Al estadoa se lo suele llamaspin para arriba(o spin up y se lo sefiala con una flechamientras que

al estadof se lo llamaspin para abajqo spin down y se lo sefiala con una flecha

» Con esta representacion, alcanza con saber cotendols operadores de spin:

Sta = 1(1 +1jh2a =352 Sa =L (1)
2( 2 4 2

n o 11 3 - 1

SL==|=+1p’B="h* =—=n 2

p=33+1pea=3ns p=-218 @

. L, : . 1 .
El problema con esta simple representacion es igigmemos una particula ccm;tz, tendriamos que

andar inventando nuevas letras. Por eso, pasefa@sguiente, mas Util, representacion:

» La siguiente representacion se basawettores’que, en realidad, como nos dan las componentes del
spin vamos a llamagspinoreg(la “e” es una concesion al idioma castellano rapgue nos resulte mas
facil de pronunciar). Asi, de acuerdo al nUmer@igecciones posibles de spin, vamos a tener eggino
de dos componentes, de tres, etc.

* Entonces:

)55 LA

va® +b* =1 (normalizad)

Como en esta representacion los estados de spiassos “vectores”, los operadores de spin van a ser
: 1 . . . .
matrices. En el caso de=§, matrices de 2x2. Estas matrices tienen que cungdi reglas de

conmutacién y las ecuaciones de autovalores.

Las matrices que cumplen con todas esas condicgmmelas llamadashatrices de Paul{estas matrices

son las que aparecen naturalmente en la ecuagibirac para ele”):

RS I

tal que:
§="¢ §="g S, =",
2 2 2
A 10
y 82 :§h2
4 (0 1
Por ejemplo:



1 Y )

2(1 0) .«
=1 = S,
2 (0 -

* Impulso angular total
Cada particula, entonces, va a tener un impulgolanorbital L y un impulso angular de spi@. Se
define unimpulso angular totald :
J=L+S
que también tiene todas las propiedades de cualquydelso angular.
J,=L,+S
(32)=r%j(j +1)
(J,)=mn  con-jsm<j, Am =1

y las mismas reglas de conmutacion.

* Suma de impulsos angulares

« Es evidente que el nimero cuéntigao va a ser independiente de los nimérgss, ya queJ no es

independiente d& y S. Queremos saber qué valores puede tomar
* Lo planteamos asi. Dado un valorldg de s, cuales son los posibles valores de j?

-l <m<l
Sabemos que-s<mg<s

—jsm <]
y ademasn, =m+mg (ya que los tres vectores tienen la misma dioe)i

Esto Ultimo nos permite determinar el maximo vaem;:

mMéx — mMéx + rngléx

! =l+s

Este maximo valor dem, corresponde, obviamente,la maxima proyeccion del maximo valor de j

Entonces:

" =l+s

« Supongamos una particula con un valor definiddde,,S?,S,. Los estados posibles de la particula
van a estar caracterizados por los numeros cuaritieps, m; . Como estos numero cuanticos determinan

el estado, lo escribimos asi:



Dismm, = | l,s, m,ms> Esto es lo que se llamatacion de Diragno confundir con la teoria relativista de

Dirac). Aca vamos a usarla porque lo que nosestees la relacion entre los nimero cuanticos.
 Si tiene bien definidoL,y S,, va a tener bien definidd,, pero no asiJ?, ya que puede tener
diferentes valores de

« Los estados, introduciendd’ y jz podemos escribirlos considerando también 4 nuneerésticos:

‘I,s, j,mj> . Estos van a ser combinaciones lineales d({aljs,sn, ms>, ya queJ no es independiente de
LyS.

Es decir, yo puedo pensar a los estados cblmwn, ms> 0 bien como‘l,s,j,mj>. Obviamente, los
estados son los mismes lo que estamos haciendo @&s cambio de bases decir, Ios*l,s, j,mj> van a
ser combinaciones lineales hes, m, ms>. Ahora bien, un cambio de base tiene que resfzethmension
de la base, es decir, si necesito ¢lbs,mm,) para formar un‘l,s,j,mj>, con esos dofl,s,mm,)
también tiene que salir un seguddiﬁ, j,mj> .

+ Hacemos, entonces, la siguiente tabla. Pongo losegadem, desde su maximo valor y voy bajandolo
de a 1; me fijo como formo ese, conm y mg, y veo a queé valores dgpuede corresponder. Para fijar

ideas, supongamos quas:%. (Como |, s figuran tanto edl,s,m, ms> como en‘l,s,j,mj>, no los pongo

en los estadofs )).

[m,my) [J.my;)
m, m mg j
e | 1 42 (1)
2 2 2
-1 | = ®)
2 2 1,1
|+§ (0] I_E
= 1
2
3 1
A IR R @3)
2 2 [+l i-Lg-3
: 2° 75
|_2 - no
2

* En (1) solo hay una combinacién lineal posible:

1 1\ _|| 1
[+=,1+=)=|l,=
2 2 2




 En (2) hay dos combinaciones lineales posibles. €Cqm | +% tiene que estar (ya probamos que

puede tomar ese valor), las dos combinacioneslpssitbrresponden a

)=+ -1y
. 2 2
. 1 1
mo=ll-=1-=
im)=-31-3)
. 1 . 1 .
* En (3), como ya probamos que=1 +§ y j=I ~3 estan, entonces los estados
. 1, 3
im)=legi-3 mm)=)i-1-1
2 2 2
1 3 se formanconlos 1
imi=ll-=1]1-= m, =|l-2=
[im,) ‘l > 2> [m,my) ‘ 2>
. : 3 . 1 . 1 .
Pero, qué pasa cop=|1 _5? Como ya probamos que=| +§ y j=I ~3 estan, y, comos dos estados
en una base tiene que darme dos estados en lzastas> | =| —g no esta.

» Si siguiéramos la tabla, veriamos que, como sojodaa valores posibles dg, cada combinacion
. . . : . 1 . 1
lineal solo tiene dos estadeslos Unicosj que van a aparecer sop=| +§ y j=|l 5 (las barras de

modulo es porqug =0). Entonces:

1
2

: 1
<j<sl+=
2

* Si hubiéramos hecho esto mismo cm% hubiéramos llegado a:

I-d<j<l+s

» Otra forma desigualdad triangular.
J=lL+sz[t-s
j=l+s

G+ D 210+ - <+ :{.

j=l-s




