Clase 14:Cuantificacion de Bohr-Sommerfeld — Las Orbitdptelas de Wilson y Sommerfeld - Reglas
de seleccion.

La teoria de Bohr predice con gran precision ilasals espectrales del H y del"H8in embargo, un
analisis espectroscopico mas refinado mostro e@steutina en dichas lineas espectrales. Esto esjta
mayor resolucion de las lineas se vio que, enda@dlilo que antes se veia como una Unica lineatesipe
era, en realidad, todo un conjunto de lineas motagi
Esto tenia que significar que, en vez de un unigel e energia, tenia que haber varios niveles muy

proximos:
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Es decir, las energias tenian que ser del tipo:
E=E, +AE,
es decir, depender de dos numeros cuanticos, deataéra que, al nivel original, se le sumara una
correccion que dependiera de un segundo nUmerdicuan

La conclusién a la que llegb Sommerfeld era bastabvia. El modelo de Bohr solo contemplaba
oOrbitas circulares. Las oOrbitas circulares tienensolo grado de libertad, por lo que se tuvo que
cuantificar una sola magnitud fisica y, por lo tahd energia depende de un Unico nimero cuanfce
falta en ese modelo? Las Orbitas elipticas! Egagmn dos grados de libertad, por lo que, evidesibde
van a aparecer dos numeros cuanticos, y la eneagaatener la dependencia correcta. Eso es lo que
pensaba Sommerfeld ...

Esto presentaba un problema. Era un poco engoteoso que “inventar” una regla de cuantificacion
cada vez que se tenia un grado de libertad mésia Hta una regla “general”. Y esto fue lo queohi

Sommerfeld.

» Cuantificaciéon de Bohr-Sommerfeld (o de la acciéaducida)

La idea para encontrar una regla de cuantificagemeral (es decir, que se pueda aplicar a cualquie
grado de libertad) era buscar una funcion que) &rreno cuantico, variara en forma discreta, yasar
al limite clasico, fuera continua.

Supongamos un sistema con un uUnico grado de dihedue realiza un movimiento periédico no

armonico. En ese caso, la frecuencia del movimienta a depender de la energia:



v =v(E)
Sabemos quéE =hv =hv(E &n el limite clasico. La idea, entonces, es maversel limite clasico v,

luego, por el principio de correspondencia, supguerva a valer también en el limite cuantico.

Definamos la funcién:

n
z k + J, donden >>> (o sea, estamos en el limite clasico)

=n'

Por definicion, J, cambia erh cuandon cambia en 1. En el limite clasicdJ, <<J, yAE, <<E,.

EntoncesAE, =dEy )’ :J'

Con esto:
J(E) = +J(E,) 1)
j (E)
Si derivamos esta funcion:
aJ o =T(E) es decir, el periodo.
de Vv(E)

Clasicamente,J(E s una funcién bien definida que toma valoresiooos. Cuanticamente, toma solo
valores discretos que difieren én Asi que, esta es la condicion general de cueatifbn que
necesitamos para cada grado de libertad. Notamsoite, que tiene que ser un grado de libertad que
varie periodicamente.

Aunque este método de cuantificacion es rigurasel dimite clasico, hay que tener cuidado porque
estamos usando el principio de correspondencidgnsas que, cuando vamos al limite cuantico puede
fallar.

La expresion (1) no es muy practica, asi que vaanescontrar una expresion de (1) que si lo sea.

Vamos a demostrar que (1) es la integral de aceiduncida (o abreviada):
J=§pdq (2)

dondeq es una coordenada que varia periddicamenie [y ¢ = \/Zm(E -V (q)) es el impulso

asociado (el signal es porque puede haber alguna constante; eso estanal la deduccion que sigue).

Siq es periddica, oscila entre dos limites que sonifunde la energiBg, ie:
=2 "da/2m(E-V(q)
a(E) q

dondea(E )y b(E) son los puntos de retorno.

Si derivamos la funciod:

21/2miE V(q i]qbd——21/2miE V(q) iqadE 2J' d 1/2miE -V(q) i]dq

Los dos primeros términos son nulos porque evalsariq)en los puntos de retorreoy b. El dltimo

término:



bdq b
D2[ - =2[dt=T
=22 vig) ™" 2 e 2l

1 dt

dq

dt
Entonces las funciones (1) y (2) tienen la mismavdda, por lo que son idénticas, salvo por una
constante. Por lo tanto, la regla de cuantificabidscada es:

g, = coordenadaperiddica
p, =impulsoasociadoag,

§ pdqg = nh| donde

n = nudmerocuénticol Z*

§ sobreun periodo

Esta cuantificacion de la accion reducida se comooeo cuantificacion de Bohr-Sommerfeld es lo
gue Sommerfeld y Wilson usaron en sus Orbitasiedigt
Es interesante ver que esta regla de cuantificamatiene a las que ya encontramos. Por ejemplo:
= Oscilador armoénico (Planck)
En una dimension, la coordenada que varia perigainge:
x = x,ser{at)
Su impulso asociado:
p, = mx=mxwcodat) y dx=xwcodct)dt

Entonces:

2n
§ pda= [ @ mxger? cos’(at)dt = nh
Para un oscilador: =%ma)2x§ ;

= 2E
2ijco§(a)t) t—— cog 6 =2E sr=nh
0 w w

=|E, =nhw=nhy

y recuperamos el resultado de Planck.

 Las orbitas elipticas de Wilson y Sommerfeld.
En una 6rbita eliptica tenemos dos coordenadasayiegm periddicamente. En polares, estag Sof.

Planteamos la regla de cuantificacion para cadalarelas:

1) §Ld0 =nh (el impulso asociado al angulo es el impulsauéary

2) §p.dr=nh



1) La primera es muy facil. Como el impulso angeiconstante de movimiento:

§Ld6? = LJ':”dH =27t =n;h = |L =n,i| (casualmente —o no tanto— la regla de cuantiicade Bohr)

2) La segunda es un poco mas complicada:
§> p.dr = 3§,ur‘dr =nh (x=masareducida)

Suponemos ya conocido el resultado, asi que lam®rdipticas en polares son:

L2
k =
-k con zey
1+ ¢ send » 2kE -

£°= 1+¥ = excentricdad (recordar queE < 0)

Entonces:

= ke cosf 6y dr=- ke cosf _de

(1+ £ serg) (1+ £ serd)

= 2 2 27
prdr:ﬂ(kgcose)46d0: £CO§92 uk0 2
1+ serd) (1+ £ serg)’ (1+ £ serd)
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Dividimos el integrando convenientemente pues glisdo factor es igual al impulso angular. Entonces:

= cos8da 1 (la integral esta en tablas) (3)
dr=goL [ 005040 (-1}: h g
e k (L+& seng)? V1-¢? "

Para seguir adelante, veamos algunas caractesidgdas elipses:

Los radios de la elipse son:

mayor: a =
Y - &2 a 1
> — =
k b J1-¢£2

V1-¢2

Entonces, en (3):

menor:b =

§prdr = 271.(%—1) =nh

R L

Ny Ny

donde juntamo®, +n, =n en un solo numero cuantico n, ya que aparecendasna

Entonces:
n
b=-ta
n

» Antes de seguir, vamos a ver qué valores puedeartestos dos nimeros cuanticos:

n, =0 se excluye pues @ pasaria por el nucleo (corresponde=0)

n, =n=a=b recuperamos las orbitas circulares de Bohr.



Si aumentaramos,, lo Unico que conseguiriamos es intercambiar dibrenenor con el mayor, o sea,

obtendriamos las mismas elipses. Por lo tegtel,...,n

* Veamos qué pasa con la energia:
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Igual energia que para las oOrbitas de Bohr!

Los radios mayor y menor resultan:

K 12 n2;2 igualito a los radios de Bohr.
a'n = > = =
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» La conclusion es que el planteo de Orbitas eliptito resuelve el problema de la estructura fiha de
espectro, porque se obtienen los mismos nivelesndegia que habia obtenido Bohr, que, ademas,
dependen de un Unico nimero cuéntico. En realldastructura fina recién puede explicarse si serha

correcciones relativistas (tema que vamos a veatésal del curso), en cuyo caso la energialtasu

_uz%Y|, a*z*(1 3
Enn - 2+2 1- T
e 2n°h n {n, 4n
2
dondea = :— = % = ctedeestructurafina. Esta constante tiene la hermosa propiedad der jcietdas
o

magnitudes que, habran visto, aparecen muy segeridouantica (con sus unidades) y no solo es

adimensional (no nos tenemos que preocupar denliasdes) sino que tiene un valor muy facil de

. . AE _ .
recordar. Noten que la correccion a la energlaeberdenm =10"Z?, o sea que, comienza a ser
ohr

importante para valores degrandes.
* Wilson y Sommerfeld no resolvieron la estructuraafipero encontraron una caracteristica bastante
comun: orbitas (estados) degenerados, es de@redies estados con la misma energia:

» Para un determinado nivél , vamos a tenem Orbitas elipticas, es decir, tantas como valoees,d

gue nos dan los radios menores para el mismo naayor Decimos que la degeneracion vale



T

n,=3

Al comparar la estructura fina con las predicciotheda teoria se encontré que esta predecia dataasia
lineas (es decir, demasiadas transiciones posibR®) esto, aplicando otra vez el principio de
correspondencia, se llego a limitar el nUmero dasiciones posibles An, =+ . Esto es lo que se
llama unaregla de seleccian

» Como ejemplo, apliqguemos el principio de correspgoieth al &tomo de Bohr, para encontrar la regla
de seleccidn de las transiciones.

Clasicamente, la frecuencia es:

La velocidadv y el radior introduciendo los valores de Bohr, son:

_L:n_h yr :ﬁ =V sze“
Ur ur LZE 2mn®
Segun Bohr:
_ /,12284( 1 1]
vV, =——| = —-—| (cf. clase 13)
“o4m® (nf n?

Si llamamosn, =n+An conAn<<<n pues nos movemos en el limite clasico

L = ,L/Z"Ze“(n2 —nfj_ ,uZze“(nz —n2$2nAn—An2J _ ,uZze“(Tr 2nAnj _J_r,uZZe“@

T am® | nin? | 4w’ | (n*t2nan+an’n? ) 4mt | nt 2m®

donde hemos despreciado infinitésimos de orderrisupkyualando:

I/cl = Vq

Lz’ _pz%" An —
Py =F PP F:-An—ﬂ




* Qué significa este resultado? De acuerdo a estd,edectron se encuentra en el niwele energia,
solo puede hacer una transicion al nivell) o al nivel(n+1). En el primer caso, se dice que el electron
se desexcita mientras que en el segundo, eecita Al desexcitarse, emite un foton de energia
E,—E,, =hv. Esa frecuencia es la que se detecta como ureadimel espectro atomico.

» Por supuesto, debe tenerse en cuenta que estdoasnsejemplo de la aplicacién del principio de

correspondencia, que no siempre da resultadosatdedi. Por otra parte, como vamos a ver, tanto el

modelo de Bohr, como el de Wilson y Sommerfeldsow el modelo real del atomo.



