Clase 30:Estadisticas cuanticas.

Vamos a considerar solo el caso de particulastamactuantes. En ese sentido, se puede consalerar
sistema de N particulas como un gas ideal, coovadad de que ahora lo vamos a tratar desde un punt
de vista cuantico. Esto permite estudiar, por ejemgistemas a bajas temperaturas o a densidades
elevadas (recordar las restricciones que se teméag gas ideal clasico). Igualmente, permitedastu
“gases” no clasicos, como son los gases de fomimse de conduccion en los metales.

Cual es la diferencia fundamental entre el caasia y el cuantico? La indistinguibilidad de las
particulas, como vimos en la clase 29.

» Clasica aungque las particulas sean idénticas, se lasdoao distinguibles> estadistica de Maxwell
Boltzmann (MB).

» Cuantica las particulas idénticas se consideran indisiilgsi y esto impone condiciones de simetria a
la funcion de onda, frente al intercambio de dodi@das cualesquiera. El resultado neto es que al
intercambiar dos particulas no se obtiene un nestado posible. Esto impone que, al contar loslesta
posibles para todo el gas (es decir, el nUmero aldiguraciones), las particulas tienen que ser
consideradas como indistinguibles.

Dentro de las estadisticas cuanticas, tenemosasos:
= particulas con spin entero (bosonesgstadistica de Bose-Einstein (BE).
= particulas con spin semientero (fermionesgstadistica de Fermi-Dirac (FD).

* Ejemplo:supongamos un “gas” formado por solo 2 particidag,B. Supongamos que cada particula
puede estar en 3 estados cuanticos posileg;, y ¢,. Vamos a contar todos los estados posibles del
gas para las tres estadisticas. Esto es lo mise@mpguntarse de cuantas maneras pueden ponerse dos

particulas en los tres estados de una particula:

1) MB: particulas distinguibles; en cada estadalpueber cualquier nimero de particulas.
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2) BE: particulas indistinguibles; en cada estadede haber cualquier nUmero de pariculas.

Yo |4 | s Indistinguibles:B = A
AAT -] - n=3+3=3- 3 =n.-3=6 estados posibles
- AA - de2 del todos losrepetidos
_ - | AA Notar que en BE la funcion de onda debe ser sioaéfirente al
A | A - intercambio de particulas.
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3) FD: particulas indistinguibles; en cada estanlpurede haber mas de una particula.

W |, | Yy Indistinguibles:B = A

AlA | - N =ng — 3 =3 estados posibles
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AT A Notar que en FD la funcién de onda debe ser ardtsica frente al
intercambio de particulas.

» Este ejemplo muestra otro hecho interesante. Suleahos:

_ probabilidad dequehaya? particulasenel mismoestado
probabilidad dequehaya2 particulasenestadodiferentes

Vemos que:
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Ry =g =1 ; los bosones tienen una tendencia a agruparse ayor gue las particulas clasicas.
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* Vamos a encontrar la forma que tienen las distrdngs de Bose-Einstein y de Fermi-Dirac.
Recordemos que MB, en el caso discreto es:
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donde g5 =degeneracion del nivedg. En rigor, el método que usamos para encontrardistribucion

ns =N

fue suficientemente general (la Unica hipétesis qua las particulas no interactuaban), con dos
condiciones de vinculo:

N=>'n;  ng=poblacion del nivels
S

E:ZnseS
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Cuél es la diferencia ahora?



1) MB: ng puede se cualquier cosa, pero ademas, como léisupes son distinguibles, cualquier

permutacibn de 2 particulas tiene que consideraceeno un estado diferente, aunque

{n.n,,....n,} permanezcan invariantes.
2) BE: idem MB, solo que la Unica restriccion es:

Zns =N (no se consideran las permutaciones)
S

3) FD: las unicas posibilidades sag= 01

* La idea es encontrar la distribucion mas probadples corresponde a la situacién de equilibrio, es

decir, calcular la probabilidad de una configuragidnaximizarla, sujeta a las condiciones de vimcul

e Supongamos un sistema Meparticulas y energia totgl en equilibrio a una temperaturasometido

a ciertos potenciales externos (recuerden que edapros los potenciales de interaccion entre

particulas). Los potenciales externos actian stdata particula individualmente, por lo qro®ocemos

las energias y los estados posibles para cadaartRecordemos, ademas que la probabilidad de que
una particula vaya a cualquier estado es la mismae@, no hay estados privilegiados; todos son

igualmente probables).

» Planteamos, como hicimos con MB, un sistema delegys la minima energia de particula &s

Ea Queremos saber como se distribuyen las N parti@na®s
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gue maximiza la multiplicidad de la configuracion.

* SeaQ(n,...,n, Ja multiplicidad de la configuracion en funcionlds poblaciones, es decir, el nUmero

de maneras de construir la distribucion.

* Vamos a calculaf(n,...,n, para las dos estadisticas cuanticas.

a) FD
En FD, no podemos decir cuales particulas van a eathdo (son indistinguibles), sino cual estado (e

decir, cual de logy estados de energi ) esta ocupado.

Supongamos, por un momento, que son distinguiBllesimero de maneras en que faparticulas
pueden ponerse en lag estados lo calculamos asi:
- la primera particula puede ir a cualquiera deggsstados;

- la segunda, a cualquiera de (g5 —1) estados restantes;



Entonces:

0. = 0:(0: ~(0: =20~ (1 -D) = %y

Pero como son indistinguibles, no me interesa vad cada estado, asi que divido por el nimero de

permutaciones de las, particulas, es decing (estoy eliminando las repeticiones):

— gs! — Os
Q. =—95°_ =
S (gs - ns)! nS! (nSJ

Para todos los estados de todos los niveles, ricdtipl nUmero de formas de armar cada nivel:

Qn,,...n;) = D(gj

b) BE
No importa qué particulas van a cada estado, petenemos restricciones sobre el nimero de pasicul

en cada estado.

Tengo g estados de energig y ng particulas para distribuir entre esos estadosudkggier manera
(no importa cuales, sino cuantas). Lo puedo peasirpongo lasgparticulas en fila y “reparto” los
gsestados entre ellas. El analogo seria temémolitas y separadores que me indican hasta québoli

entra en cada celda. Cuantos separadores necfiite?) separadores.

Y ahora permuto juntoss n.bolitas y los(g. —1) separadores, es decir, terlgg + g5 —1) “cosas” para
permutar juntas. O sea:
(ns +gs -1)!
Como tengo que eliminar las repeticiones, dividomd y (gS —1)! :
o<l (n 6
ng!(gs —1)! ng

Entonces, para todos los estados:

f -1
Q(nl'___,nf): I;l(ns +ngS j

1 . : .
) esto se llama combinaciones sin repeticion.

» Ahora, el procedimiento es el mismo que seguimeoa pHB, es decir, se maximiz@(n,,...,n, ) sujeto

a las condiciones de vinculo. No lo vamos a hatrarveez (no me lo agradezcan) porgue es exactamente

igual que con MB.



* Sellega a:

1) MB:
ng = eagj;gs dondea =multiplicador de Lagrange asociado al numero ddéqudas, y
B= 1 _ multiplicador de Lagrange asociado a la energia
KT
2) FD:
-9 _ 9s

a
= = conpy=-—
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3) BE:
_ O _ G

Ns e‘“’ﬁfs -1 - eﬂ(fs_ﬂ) -1

De la estadistica de BE, podemos también encotdrastadistica que corresponde a los fotones
(recordemos que son bosones, aonl). Para los fotones, no hay restricciones sobrgielero de ellos

y, por lo tanto,a = 0 Entonces:

Os
Ne=—25 _
S e -1

Es decir, recuperamos la estadistica de Planck!

* Qué pinta tienen estas distribuciones?

— Fermi-Dirac
Ns a Js 1‘
Os 1
Bose-Einstein
£
1) BE y FD decaen @ altas o energiagaltas.
A
Ng Para esos limites, tienden a la distribucion de MB
9s (clasica).

2) BE: las particulas tienden a estar todas en el

Maxwel-Boltzmani

estado de energia mas bajo. Eso es lo que se llama
un condensado de bosondssto define la situacion

aT -0 . Por ejemplo, efHe es un bosén vy, a




temperaturas cercanas0eK tiene propiedades de superfluido, que se debameastte a la condensacion
de Bose. Esto se entiende asi: particulas, todaslanismo impulso, al chocar, no intercambian itepu
y, por lo tanto, se desplazan sin molestarséHE&les un fermién y no tiene propiedades de supeoflu
Esta es la imagen de la distribucidon de impulsoardeondensado de
Bose. Se ve que las particulas practicamente s#bdien alrededor

de un Unico valor, es decir, todos en el mismaodesta

3) FD: tienden a estar ocupados los niveles degémaras bajos, pero (ar) # 0 puesng = O]l(principio

de exclusién de Pauli) y por lo tanto, hay méaslesrecupados.

* Paragg =,u:>&=E
gs 2

A temperaturas altag3 :k—'Lfr <<l = e’ Oefs >>1= FD - MB

n .
o Parag; <<y, = —= - 1:los estados cosg, < yestan ocupados.
Os

n Blea- , .
o Parag;>>pu— —=0e Ales=) - cae exponencialmente como MB los estados co&g > ptienden
S

a estar desocupados.

» Esta energiau =¢. se llamaenergia de Fermiy marca la transicion entre estados ocupados vy
desocupados (obviamente, esto es estrictb =0). Igualmente se defind. tal que ¢ =KkT., y
entonces:

_ Os
ns - eﬁ(ES_EF) +1

Pasando al continuo:

dn= p(&)de

* Por el principio de exclusion de Pauli, ningln dsta@uantico puede ser ocupado por mas de un
fermién. Esto significa que no puede existir unademsacion de fermionesTa=0°K , como en el caso
de los bosones. Por esta razon, un gas de fermpressnta una presidon mayor que la de un gas de
particulas clasicas (debido a que tienden a esharseparados). Esta presion es la que estabilina a
estrella de neutrones o a una enana blanca (que gas de Fermi de"), contra la fuerza gravitatoria,

que tenderia a hacerlas colapsar. Solo cuandstridle es muy masica, la gravedad supera a astezd

repulsiva” y la estrella colapsa, por ejemplo, Bragujero negro.



* Ejemplo: gas dee” de conduccion en los metales.

Supongamos un gas @e. En un metal, en primera aproximacion, es posibépeiar la interaccion
entre lose de conduccion, por lo que se lo puede tratar comgas ideal cuantico. Su concentracion es
tan alta que a temperatura ordinaria, no puedéaado con estadisticas clasicas, por lo que cesita
la estadistica de Fermi-Dirac.

* Ya vimos que, en un solido, las energias positldedingden en bandas. Las bandas inferiores estan
totalmente llenas, mientras que la banda supdramgda de conducci¢rse llena hasta le energia de

Fermi, £ . Vamos a estimar esa energia.
* Como la banda de conduccion es la de energia t@&btomportamiento de la&S es practicamente
el de un gas de libres confinados en una caja de potencial (estawsmple mas rigurosamente a

T =0°K)), esto es, un pozo infinito en 3 dimensiones, idedsionesa,,a,,a,

2
—;l—mﬂzt// =&Y cony(xy,z)= 0 en las fronteras (1)

= (% y,2) 0"

Estamos considerando solo estados de traslacidteadsfalta considerar la degeneracion por los dos
estados de spin. Recordemos que, en un pozo méniuna dimension:

L

" 2m a’

Extrapolando este resultado a tres dimensionedapaondiciones de contorno (1):

21,2
nk Conki:M

g(n,n,,n,) =
(x y ) om a1

La & va a ser entonces:

_hk
& =
2m
K, A T=0°K, los estados cork<k. van a estar ocupados y
aquellos cork > k. van a estar vacios (estados vacantes). Esto se
puede representar diciendo que, en el esp&gidos estados
> dentro de una esfera de radio van a estar llenos. Esta esfera se
‘ ’ denominaesfera de Fermi



» Como los niveles de energia de B®stan muy proximos, podemos escribir una distriouce FD

para el caso continuo:

dN = p(&)de
T4

donde dN =ndmero dee  con energias e|6£,£+d£); p(£)de =nimero de estados en ese rango de
energias.
» Calculemosp £ ) El nimero de autovalores em(qua,ni + dn) es (lo dibujamos en dos dimensiones;

cf. con la teoria de Rayleygh-Jeans, clase 11) es:

_ namerode puntos{n,,n,,n,)
i p= av

El “ dn "mas chico que se puede tomar sobre cada eje es de

longitud unidad, por lo qudV =dndn,dn, =1

e

El ndmero de puntos que entran en dicho volumeh. es

(Noten que tomamos un volumen unidad pero desde la

mitad de cada intervalo, porque si no, estariarnotaado
n ,
n / y puntos que se comparten en otros volumenes).
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Entonces, el nimero de puntos en el volumen elahesigual al volumen elemental:
p=1= d°n=dndndn,
En funcion dek :

V V . .
dsnziiﬁd dk dk =—dk dk.d — = p, =densidad de estados en el esp&cio
>~ dkdk,dk, = dkdkdk = — = p, =dens paci

« En funcién del médulo d& :
v
n3

integramos sobre el angulo solido, pero solo gmigler cuadrante ya qL(ex, n,, nz) >0:

0,0%k =—k?dkdQ = para obtener el nimero de estados el(lkr,(k+dk) y cualquier direccion,

Ve M= kadk

= pdk= kg k=S

V
dk = —— k2dk
P e

Esta es la densidad de estados de traslacion dinteoesfera de Fermi. En funcién de la energia:

pdk = p(g)de

2
—de=""kdk=dk="Tge=T_"
m k

n (2me)2

h2k?
2m

de

E=




Con esto:

V 2mem 1
p(e)de = Tde
21 h 1 (ome),
k2

dk

3
_ VvV (2m)v/e
p(g)de——4 Y de

y la distribucion resulta:

T=0K

v (em): Ve

dN =
a4 w2 4

e Para calcular la energia de Fernif & 0°K , basta con considerar que el nUmero de estadt® adin

la esfera de Fermi sea igudNgao sea, tantos como particulas. Todos los estangsados:

pk(gﬂkﬁjXZ: N

donde ahora si consideramos la degeneracion delsgén y multiplicamos por 2.

1
3
A(ﬂﬂkgj:N:kF (377;_N)

(27)°\ 3
2

_h%k? _ n® (3N 3

=& = = —
2m  2m{ V
« Por ejemplo, el Cu tiene una densidad 9C?rg , Y peso atdbmico 63.5. Por lo tanto, hay:
9 014 molges

63.5 cn

Con 1e de conduccion por atomo, en un mol tenemos:

N

—2= 8.4><1ozze—3 con una masan=10""g
\ c

La energia de Fermi resulta:

& =11044x10"° | = 689eV
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temperaturas elevadas, estamos en la region eBguefe. >>1. O sea que la region de transicion es

Ademés, se puede definir utemperatura de Fermi. =—==80000K . Esto muestra que, aun para

muy estrecha y se parece a la situacion en larque0.

* A medida que se aumenta la temperatura del metatguotiene el gas de Fermi, les se excitan por
las colisiones con los atomos que se agitan témanée, y ocupan estados de energia superior. &ero,
acuerdo con Pauli, solo pueden ir a estados vacahtas temperaturas normales, la energia térquea
se le puede dar a ue es pequefia comparada con la energia de Fermigparacupen estados con

&> ¢ . Por ese motivo, solo una fraccion pequeia pegdiarse.
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