Clase 9: Teoria cinética de los gases de Maxwell-Boltzmann
Un cursillo muy elemental sobre probabilidades

Antes de comenzar con el tema propiamente dichimog a hacer un repaso (muy resumido) de alguno:
elementos de probabilidades que vamos a necesitar.
Variables discretas:
Empecemos por definir qué es una probabilidad. ébi@alla probabilidad de ocurrencia de un evento A
gue puede tomar valores discretos, como la razibe ks casos favorables a A y el nimero totalad®s:

Q fav(A)

P(A)==2

tot

donde: Q. ,(A) =numero de casos favorables u ocurrencias de A

fav

Y Qq =Y Q,(J) =nlmero total de casos
J

» Las probabilidades estan normalizadas, es dedumso todas las probabilidades (es decir, consideias
los casos posibles) lo que obtengo es la certezeab =1:

Qfav(‘]) ;Qfav(‘])
;HD=; Qt=zpf“f4

* Si Ay B son dos sucesos independientes, es dgmrno guardan relacion uno con el otro, la prdiokzioi
conjunta se calcula como el producto de las prdidades. Esto es simple de entender. Por casd@as@ble
de A, tengo todos los casos favorables de B. Luelgoumero total de casos favorables de A y B emdo
conjunta es el producto de los casos favorables ple el nUmero de casos favorables de B. Entonces:
Q. (AQ,.,(B)
Q

P(AyB)= =P(A)P(B)

tot
Por ejemplo, si tiro dos dados y quiero saber esdl probabilidad de que salga 4 en el primeroen @I

segundo:

» Siqueremos calcular la probabilidad de un intends sucesos discretos, las probabilidades se suman

P(A<A<A))=P(A)+P(A)+..+P(A)
Por ejemplo, la probabilidad de que en un dadasahgnimero entre 4 y 6 (esto ya parece “timba 1”):
1,1,1_1

P(4<A<6) =P@A)+PE)+PE) =+ + =0

e Para calcular un promedio de resultados, si tengamimero grande de resultados del suceso A, el

promedio de los resultados sera:

2 AN(A)
W=

tot

_ N(A)
—;AJ N

tot



donde el N(A, s el numero de ocurrencias del sucésy N, es el nimero total de resultados. Sii el
numero total de resultados es muy grande (ie, estoreroestadistich N(A) - Q. ,(A) Y Ni » Qi

con lo que:

s A NA) 5 LalA)
W=2A " =2A—]

tot J

=2 AP(A)

tot
Variables continuas:
Si pensamos en la probabilidad de una variable pnexle tomar valores continuos, no tiene sentido

preguntarse por la probabilidad de un determinadoryes decir, la probabilidad de un punto eretda de
los reales (Hablando mal, seria con%oﬂ 0). Por eso, si la variable es continua, nos pregnos por la
(00]

probabilidad de un intervalo, que podemos hacerctaco como queramos. Por ejemplo, sea una variable

continuax. La probabilidad de que esta variable esté entehialo (x,x +dx), lo plantemos asi. Como es un
intervalo diferencial, el nimero de casos favorabie a ser un infinitésimo y los escribimos a#it , y el
namero total de casos sé&taPor lo tanto, la probabilidad de que la variadt en el intervalgx, x + dx 8s:

probabilidad dequex estéenel intervalo (x,x+dx) = dN,

dN, es lo que se llama unfinitésimo macroscopicaesto es, un nidmero que puede ser muy grande perc

comparado con el toté, es mucho menor que este. Por ese motivo, satk imatematicamente como un
diferencial (si bien puede ser un numero natur&fr ejemplo, supongamos que nos preguntamos por I
probabilidad de que una particula de un gas teaga&ulo de velocidad en el interval@,v+dv . Bsa
probabilidad la calculamos “contando” el nimergdeticulas que tienen velocidad en ese rango didivilo

por el nimero de particulas. Obviamente, el nUrderparticulas que tienen velocidad en ese rangosea un
namero natural y, seguramente, grande, pero coupa@n el total de particulas, va a ser un nimerochim
(pero mucho) mas chico que ese total. Por eso,nmddéittamente, lo vamos a tratar como un diferengiéd,

probabilidad va a ser:

dN 4 4 H 113 7 77
¥ (a las particulas con su moédulo de velocidadewn+dv las)vamos a llamar “particulas v, para no

hablar-o escribir- tanto! Igual para cualquier ataaiable).
e CoOmo calculamos esa probabilidad? Como es una lpiinlzal diferencial, hacemos un desarrollo en serie
a primer orden:

dN,
N

= f(Xdx (el orden 0, o sea la probabilidad del puny@ vimos que es nulo)

La funcion f &) es unadensidad de probabilidad/a que ill} = f(X), 0 sea es$a probabilidad de que la
>
variable x esté en el interval(x, x + dx), dividido el intervalo de la variabld&sta funcién se llamfancion de

distribucion de la variable x.



» Si tenemos dos variablese y, la probabilidad de que la particula tenga sugabbes en los intervalos

(x,x+dx) y (y,y+dy) va a ser, con el mismo criterio:

d°N
N F(xy)dxdy

donde d*N., es el nimero de particulas (o eventos, o lo ga tienen su variableen el intervalo
Xy

(x,x+dx) y su variabley en (y,y+dy) (esto es muy largo; lo llamamos nimero de paggxy), y es un
infinitésimo de segundo orden (por eso el 2). Lacion f (x,y) es, entonces, la funcion de distribucion
conjunta de las variabl€s,y).

» Silas variables son independientes, igual qud ease discreto, la probabilidad conjunta es etipoto de

las probabilidades y, entonces, la funcion deidistién se factoriza:

dszy
N f (x y)dxdy=h(Xdxg(y)dy
* Veamos algunas propiedades/caracteristicas:

1) Por ser una probabilidad, esta normalizada:

[ dmx = [ f(ydx=1

2) Los promedios se calculan de la misma manera qaevpaables discretas, pero ahora la suma esnc@nti
(o sea, una integral):

(=] x dn, =[x f(xdx

Trdead probabilidad
probabili

3) Interesa conocer la dispersion de los datos. Epoege calcular con la dispersion cuadratica media:

02=<(x—<x>)2>:<x2>—2<x><x>+(x>2:<x2>—<x>2 (como el promedio es una suma o0 una integral, es

distributivo)

4) Si quiero calcular la probabilidad de que una paldi tenga su variablex < x<x, “sumo” las

probabilidades:
dN
N

P(x, < X< X,) =j x =j f (Ydx

5) Si quiero calcular el numero de particulas queetisn variablex, < x< x, (notar la diferencia con lo

anterior), simplemente multiplico el nimero totalghrticulas por la probabilidad:

N(x < X< X,)= NJ.X2 dsx

:J':ZdNX = Nj f(X)dx

Nota: es muy importante entender la notacion (que, parparte, es muy directa y “entendible”).



» Ahora si estamos en condiciones de comenzar atewria cinética
Como ya hemos visto, la termodinamica pura esnfemologica. Se pueden predecir muchas relaciones
entre las propiedades de la materia, pero sin edsaten los fendmenos microscépicos que los argin
Las propiedades macroscoépicas de la materia puadelecirse a partir de la teoria molecular (esrdec
teniendo en cuenta que la materia estd formadanpé#culas) desde un punto de vista clasico o au@nti
(obviamente, hay que tener en cuenta el rango delezade la aproximacion clasica) aplicando
consideraciones estadisticas al enorme numero tenes que forman cualquier porcion de materia.
La teoria cinética de Maxwell-Boltzmann es el minmtento exitoso de hacer un modelo microscogeo
la materia y, dada la época en la que se enuncédiaios del siglo XIX -, desde un punto de vi&isico.
Las hipotesis basicas son las siguientes:
1) Se aplica a sistemas en equilibrio térmico, a angperaturd.
2) Gas (o sistema, en general) muy diluido, es didrdistancias intermoleculares son mucho mayares q
las dimensiones moleculares.
3) Se desprecian los potenciales de interaccion emttéculas frente a su energia cinética, exceptadma
chocan (se consideran choques elasticos). Sirmnten cuenta las fuerzas externas al sistema.

4) En ausencia de fuerzas externas, las moléculaistsibuyen uniformemente en todo el recipiente, Ipo
. N
gue su densidad en ese casmesv.

5) En ausencia de fuerzas externas, no hay direcciamgkegiadas (salvo que el sistema las tepgase
como, por ej., un cristal), por lo que todas lagaiones de las velocidades moleculares son igunrém
probables.

Noten que estas condiciones son las que correspande gas ideal, aunque, como vamos a ver, l@ateor

cinética se aplica no solo a gases ideales.

* Laidea de la teoria cinética es (como la de cimldeoria estadistica), dado un sistema sometiiertas
interacciones externas, encontrar la distribuciis rprobable, es decir, calcular la probabilidaduda
configuracion general y maximizar dicha probabiidsujeta a las condiciones de vinculo que tenga el
sistema.

* Entonces, supongamos un sistemaNdparticulas y energia tot&, en equilibrio a una temperatufa
sometido a ciertos potenciales externos (recuerien despreciamos los potenciales de interacciore ent
particulas). Los potenciales externos actian scdwla particula individualmente, por lo qeenocemodas
energias y los estados posibles para cada partiRaila facilitar el calculo, vamos a suponer gseel@ergias

posibles para una particula toman valores discfdEspués vamos a ver que esto tiene mucho sentido)



* Entonces, podemos hacer un diagrama como el dulafde las energias para cada particula:

Ea

Estas energias discretas de particulas se llamales de energia

* Ahora bien, el estado de cada particula no quaukcHigado solo por la energia (por ejemplo, podsizr

dado por la energia y alguna otra variable dindngoa ejemplo, el impulso lineal, o angular, eteftonces

tenemos que tener en cuenta que puede haber diferstados que se correspondan con cada niveedga

Llamemosgg al nimero de estados compatibles con el nivehdegéas,. Completemos el diagrama:

Ea
& oF
gS gS
&, J4
& Os
& 9,
& G,

El nimero de estados compatibles con cada nivetngegia se

denomina ladegeneracion del nivel.

* Hasta aca es lo que queda determinado por lasdcienes de cada particula con los potencialesresge

al sistema (esto no cambia). Entonces, qué esdotenemos que encontrar? Si en nuestro sistema hay

particulas, lo que queremos determinarce&ntas particulas van a estar en cada uno de estados de

particula Sillamamosng al numero de particulas que tienen eneggigel diagrama se completa asi:

Ea
gf " nf
& LS
&, i Ny
&, N3
£, ny
£ M

op
Os

J,4
9s
9,
O

El nimero de particulas que corresponden a cadd sgvllama la
poblacion del nively es lo que tenemos que determinar. Lo que
acabamos de graficar es una configuracion generahgmos que
determinar cual es la configuracibn mas probablesga cuanto

valen los ng tal que la configuracion sea la mas probable)

compatible con los vinculos que tenga el sistema.



Cuédles son esos vinculos? Dijimos que nuestrassstienelN particulas y una energia toEglpor lo tanto, los

Ny No pueden ser cualquier cosa sino que tienen quplcu

N=)>ng

f
> vinculos (1)
E=) ngs

S=1
« Cuando una configuracion va a ser mas probable&hfiguracion mas probable va a ser aquella tal que
tengamos mas formas de “armarla”. Es decir, aqtedligue su multiplicidad2 sea maxima. La razon fisica es
sencilla: las particulas disponen de mas formdsaks” en esa configuracion. Entonces, la idearemaesta

configuracion, contando de cuantas maneras podeimoar lasn,n,,...,n; poblaciones en los niveles, y
maximizar ese numero de maneras en funcion deylos,...,n, . Es decirmaximizar la multiplicidad de la
configuracion,Q(n,,n,,...,n, ) respecto de las poblacion@gn,,...,n; .

« Como todo problema de probabilidad, esto se reduae problema de armar cajas con bolitas. Es decir,

vamos a suponer que cada nivel de energia es jmg gae debemos poner en la caja numerg bolitas, y

asi con todas. Ahora bien, debemos tener en cakntaas consideraciones:

1) La probabilidad de que una particula vaya a cuefqestado es la misma (0 sea, no hay estado:
privilegiados; todos son igualmente probables).

2) Las particulas son idénticas pero distinguiblesg@, puedo artificialmente ponerle a cada una umeral
para identificarla)

3) No importa elorden en que se va armando la configuracion, (ie, ncomapsi en la caja nUmero 1 puse
primero a la bolita nimero 5 y después a la 7, use primero a la 7 y después a la 5), pero sbritap
cudles(o sea, que seanla5yla7).

 Empecemos a armar nuestras cajas:

1) Tengo que poner bolitas en la caja 1. La primera vez que pongohatitga, dispongo d&l posibilidades.
Para la segunda, puede ser cualquiera déNd bolitas restantes. El nUmero de formas de porser la
primeras dos bolitas va a 98(N-1). Para la tercera, tendbl-2) posibilidades, por lo que el nimero de
posibilidades de poner esas tres bolitas va adl@¢r1)(N-2).Y asi, hasta poner lag bolitas en la caja 1.

O sea, el numero de formas de ponenjdwlitas en la caja 1 va a ser:
N!

N(N-D(N-2)...(N - )=——"—
(N-D(N-2).(N-n+3 ==

)



Ahora bien, este nimero de formas que calculaneyg €n cuenta el orden en que las pusimos. Y @ssta
bien, porque estamos contando formas de mas. \&d&mwan un simple ejemplo.

Supongamos que en la primera caja puse tres byplgatas son la 1, la 2 y la 3. Las puedo ponelistmtas

maneras:
1 2 3
1 3 5 La caja contiene las bolitas 1,2,3 en cualquieenrgue las ponga. Por eso
2 1 3 estoy contando formas de mas de armar la caja. ¥eqne el niumero de
2 3 1 repeticiones e8x2x1=3
3 1 2 En general, si tenia que pomerbolitas, para el primer lugar, tengg para el
3 2 1 segundoy(n, —1), para el tercero(n, — 2) y asi sucesivamente. Entonces, donde
! l ! debia contar 1 sola posibilidad, cont¢ de mas. Luego, tengo que dividir el
3pos. 2pos. 1pos ndamero (2) pom,!

Entonces, el nimero de formas de armar la prinmejeass:

TR
(N=n)ini

* Las siguientes cajas se arman de la misma maPara.la segunda, me qued@m—nl)bolitas y tengo

que ponem,, asi que para esa segunda caja:

(N-n,) {N—mj

(N_nl_nz)!nZ! n,

y asi todas las cajas ...
* Entonces, el nimero de formas de armaf lzgas va a ser el producto del nimero de formaarmear

cada caja:

NN

“Despleguemos” un poco este numero:

N (N-ny! (N-n-n)t (N=n—..-n.)

n!(N-n)!" n!(N-n -n,)! g n!(N-n —n,—n) - n!(N-n-n,—..—n)

=0!

Vemos que parte del numerador del cada factormpliica con parte del denominador del anterior. En
definitiva, queda:

N!
n!n,l..n;!

» Todavia, esto no estd completo. Para armar laguraftion tenemos que poner a las particulas en los

estados (no solo en los niveles!). Como podemosrfid€on nuestro modelo de cajas y bolitas, ya teaem
7



ubicadas a las bolitas en cada caja. Podemos pgunsa&iada caja tiene estantes: tantos estantesesiauns

compatibles con un determinado nivel de energige® en la caja S, que ya contiandolitas, vamos a
ubicar a esasngbolitas en g estantes (recordargs= degeneracion del nivel, ie, nimero de estados
compatibles con la energig). La primera bolita tieneggposibilidades (puede ir a cualquier estante); la
segunda tiene ..ggposibilidades también! (también puede ir a cualgegtante). Y asi laggbolitas. Luego,

el nimero de formas de ubicar lagholitas en losg,estantes esggs .

» Juntemos esto con lo anterior. Finalmente, el nander formas de armar la configuracion, es decir, la

multiplicidad de la configuracién es:
|

— ' n N Ng Nt
Q(n,n,,....n;) = nl!nZ!...nf!x91 2 0s Oy
f Ng
— S
Q(n,n,,...,n;) = N!D—ns! 3)

Y esta es, finalmente, la multiplicidad que debenmmaximizar respecto de las poblaciongs,,...,n; Yy
sujeta a los vinculos (1).
* Vamos a calculainQ, ya queln f tiene los mismos extremos gfiey va a ser mas facil de derivar.

Incluyamos ademas los vinculos con multiplicaddeetagrangeS y 4. Formemos asi una funcidit

f f
W(n,n,,...n) =INQ =8> neg =D ng
s=1 s=1

f f f f
W(n,n,,...n;) =INNI=Y Innd+> ngIings = B> ngs— 1y ng (4)

s=1 s=1 s=1 s=1
Esto sigue siendo muy feo para derivar, por lo®fades. Pero vamos a sacar ventaja del hechaue®l ¢
cadangson nameros muy grandes (del orden o) 1&ntonces, vamos a hacer una aproximacion quesda
los nimeros tan grandes que manejamos, resultderieeEs la aproximacion de Stirling (muy usada en

estadistica).

Aproximacion de Stirling

En principio,
A
n
Inni=>"Inm
m=1

Supongamos que es un nimero muy grande. Entonces, la
sumatoria se parece a lo que muestra la figurasuma de

rectangulos de base 1 y alturex. Es decir:

v

Inni=>Inm= J-lnln xdx=n(lnn-1)
m=1




El error (que se puede calcular) practicamente solcomete para los primeros valoreslded, por lo que, si
n es muy grande, este error es muy pequefio. Paresahenos grandes, la aproximacion de Stirlinggayr
mas términos.

* Vamos a usar la aproximacion de Stirling en la egidn (4):
f f f f

W=N(InN-1)-> ns(Inng =1+ > nsIngs = B> nes = 1 ng
s=1 s=1 s=1 s=1

f f f f f
=NINN=-N=>"ngInng+> ng+ > ngIngs = B neeg = 1y ng
s=1 s=1 s=1 s=1 s=1
N—

N

f f f
=NInN +Znsln%—,82n§3—,u2ns
S s=1 s=1

s=1
Derivamos la expresion respecto de cualquig¥ igualamos a cero, para encontrarrigsjue hacen maxima

la funcién con sus vinculos:

aﬂ:In$+n3&(—%j—ﬁfs—,u:0

anS nS gS S

In3s = g, + p+1= ng = ge Pess
S

Finalmente:

Ng(&s) = Agse_ﬂgs conA=e ¥ =cte

» Esta distribucion de las poblaciones moleculareduecion de las energias es lo que se denomina
distribucion de Boltzmanmara el caso discreto. Respecto de la constAnteotemos que contiene al

multiplicador de Lagrange asociado a numero déquaas. Entonces usemos la condicién de vinculo:

con lo que, la distribucién resulta:

~BEs
e
ns(&g) = Nfgs—

Z gse_ﬁfs
S=1

y la probabilidad de que una particula vaya allng&es, simplemente:

o
N<(&. e
P(‘gs) = SE\IS) - fgS
zgse‘ﬁfs
S=1




* Notemos que el nimero de particulas, es decigliéapion de los niveles, tiende a disminuir al antae
la energia. Es decir, tienden a poblarse mas lseas de energia mas bajos. Por supuesto, estaétamb

depende de la degeneracion de cada nivel.

Si no existe degeneracion (es degg =10s), la poblacion

n(e) a disminuye exponencialmente al aumentar la enefgddemos
gue aun no hemos determinado quién3égué es lo que aun no
\ g. =1 aparece en esta expresion?).
:\ s~
S S T S S SN
gl 52 53 ............. ES ‘gf E

» Si el espectro de energias es continuo, vamos edvmen expresar la distribucion en ese caso. Almra,
podemos hablar de “nimero de particulas con urardietada energia”, sino de “nimero de particulas co

energias en el rang@, £ +dg)”. O sea, el infinitésimo macroscopico:

ng(¢s) - dn

&

» El problema ahora es como expresamos la degenerd&aidla teoria clasica, la energia es funciérade |
coordenadas y de los impulsos. Para fijar ideggorsgamos que las particulas tienen un solo grado de
libertad. Entonces, sus energias seran:

£ =&(q, p) = funciondeunacoordenadaq y unimpulso p

Es posible entonces representar un estado posiéemhrticula como un punto en un espacio de enaths
y de impulsos. Este espacio se llasspacio de las fases.

A . . ,
P Al pasar al continuo, la degeneracion es@hero de estados

----- ? con energias er(&,& +dg). Esto es equivalente a considerar

p+dp _____ :_ (siempre pensando en un solo grado de libertadfimero de
estados con su impulso efp, p+dp y lsu coordenada en
P 1 _____ (q,g+dq), es decir un diferencial de area en el espacio de
""" fases:
N gs — dqdp

» Si ahora la particula tierfegrados de libertad, esto es facilmente extrapeldld energia es funcion de

lasf coordenadas y Idampulsos:

10



E=&(q,..-,0s; Py Pr)

y el espacio de fases tiene dimensiin. Por lo tanto, el nUmero de estados con eneegids, & +d¢ )va a
ser:

Js — dg..dg,dp..dp, =d'qd’p

* Sijuntamos todo esto, la distribucion de Boltzmpara el caso continuo resulta:

dng=N=A e‘ﬂf(% ----- s+ Pryeen pf)dfqdfp

ta,p ta,p

N
J‘ e‘ﬂf((h ----- i Py Pf)dfqdfp
0a.p

con= A=

con lo que la distribucion resulta:

eﬁf(% ----- As s Prseess pf)dfqdfp

J. e‘ﬁf(% ----- At s Prseees pf)dfqdfp
ta.p

y la funcioén de distribucion es (recordemos: pralidx/intervalos de las variables):

dn. =N

dng e_:BE(ch ----- At s Prreees pf) _ dzfn(cﬁ-’“.’qf; pl’“.’pf) .
Ndfqdfp:j e—,Be(q1 ..... At Pryees pf)dfqdfp= Ndfqdfp :F(ql,--.’qf’pl""’pf) (5)
ta.p

y la probabilidad de que una particula tenga sugémen el rangde, & +deg )

dné._ e‘ﬁf(ch ----- At Priees pf)dfqdfp

N _I e‘ﬁf(ch ----- At Priees pf)df df
Jap qa p

Notemos un detalle, que se va a hacer mas evidentéos ejemplos. Si bien la funcién de distribucde
Boltzmann es, en principio, una funcién de disttibn de las energias, si estas dependen de alguna
variable/s, entonces, también es una funcion dahiision de dicha/s variables/s. Esto es lo queesen la
ecuacion (5), donde la funcion de distribucion ake énergias resulta también funcién de distribudetas
coordenadas y los impulsos.

£=¢£(q,p)
dn, - d’n

d2
d& - % = Ae”™@Pdqdp= F (g, p)dqdp

11



La probabilidad de que una patrtilla tenga su eaexgfre(s, & + dg) es igual a la probabilidad de que tenga

(0,9+dg) y (p, p+dp)

e Vamos a ver algunos ejemplos:

1) Gas de particulas libres

Para encontrar la funcién de distribucion, lo priongue tenemos que hacer es escribir la expresdasd
energias de particula. En este caso, solo tenemeogia cinética:

£ :%mv2 :%m(vi +V; +Vv2)  tenemos 3 grados de libertad de traslacion

Con estas energias, la funcion de distribuciornulteeser una funcion de distribucion de las comptesede

la velocidad:

dngvv dSNVVV —ﬁ n(v +v +vy )
= o =F(v,v,,v,) = Ae 2
Ndydv,dv,  Nd’

Esta funcion de distribucion se llarfuancion de distribucion vectorial de las velocidaddotemos que existe
simetria entre las 3 componentes de la velocidatb Ewuestra que no hay direcciones privilegiadas. D

hecho:

Fuv, ) = A2 C k) ) )

la funcion se factoriza en tres funciones idéntmas las tres componentes. Estas funciones sémleisnes
de distribucién de cada componente. El hecho qufacerice y que sean idénticas muestra que i) las
componentes de la velocidad son independient&sng hay direcciones privilegiadas.

Para encontrar la constateormalizamos:

j F(v,,v,,V,)dv=1
\—w_—J

Ovyvyv, &N
N

AJ‘_Z e_ﬁrgvfdvxfw e_ﬁgvidvy J‘_ie dv =1 = A= (mﬂ j
e %

21T
{5

Con lo que, finalmente resulta:

F(V,0Vy,V,) = (mﬁj _ﬁ R

2

y la funcién para cada una de las componentes:

f(v)= ( 'Bj ot coni=xvy,z

12



* Vemos que la funcion de distribucion de cada
) f(Vx) componente es una gaussiana centrada en 0. Eso, q
significa? Uno podria pensar que, como es unaidomne
distribucion de las velocidades, la velocidad nrabable es
cero. Esto no es asi. La simetria de la curvaedi@dde cero
nos dice que es tan probable un rango de compomente

velocidad (v,,v, +dv, )positivo, como el mismo rango, pero

V. negativo. O, lo que es lo mismo, que tenemos tantas
particulas moviéndose con velocidades positivas ocom

particulas con igual modulo de velocidad, peroemido contrario. Y esto es logico, porque de Int@rio,

la densidad del gas no seria uniforme. Notemosnaslieque el area bajo la curva es igual a 1 yquaeto

mayor es el parametr8, mas picuda es la curva.

* La moraleja es que la funcion de distribucion veatmo nos dice nada sobre cuan rapido se mueen |
moléculas. Para eso necesitamos una funcion diébdgdn de los médulos de las velocidades. Vamos
calcular dicha funcion de distribucion.

Supongamos que solo nos interesa la distribuagdmaléculas con mdédulos de velocidad erftre + dv) .
Lo primero que nos conviene hacer es un cambiadahles:

(vx,vy,vz) = (v,¢,,8,) es decir, pasamos a coordenadas esféricas spagii@ de velocidades.

El elemento de volumen:

dv,dv,dv, = d°v = v’seng,dvdg,dé, = v:dvdQ,

dondedQ, = serd,dg dé, es el diferencial de angulo soélido en el espdeivelocidades. La probabilidad

puede cambiar al cambiar de sistema de coordenada tanto (omito, a partir de aqui, los suldesl V"’

de 6,¢ y Q por claridad, pero recordemos que estamos tnath@jan el espacio de velocidades):

d°N, , d2N
—¥89 = F(v,6,¢)v’serd dvdgdl = W (v) y(Q)dvaQ = —2
N —

F(v)

(6)

donde W ¢ es la funcion de distribuciébn de los moédulos de vekcidades, yy(Q ) la funcion de

distribucion de los angulos solidos, o sea, délii@xciones de la velocidad. Notemos, ademas,ajfitetion

F =F(v) (no depende de los angulos).

Si solo nos interesa la distribucién de los méslde la velocidad, sumamos sobre todas las dirsegio
posibles. Esto es, calculamos la probabilidad deuna molécula tenga su médulo de velocidad eanglar

(v,v+dv) y cualquier direccién de velocidad:

dNNv =Wy p)de = [ (F(9vavde =F (9 Vav] " dQ = 47F (Y Vv

=1 am

Comparando el segundo y el tltimo miembro resulta:
13



W(v) = 47F (WV*

3
i
W) = 4m2(m—'gj2e i
21T

W) Esta funcion de distribucion se Illaméuncion de
distribucion escalar de los mdédulos de las velodeta
(funcion escalar, para los amigos). El médulo decrdad
mas probable serd aquel que corresponde al maxéra d
funcién: hay mas moléculas con velocidades en tormm

de esa velocidad maxima. El area de la funcion wieras

'V igual a 1, pero la forma depende del paramefio

Adelantemos queﬁ’:%. Por lo tanto, se observa que, cuanto mayor ésni@eratura, mas distribuidas

estan las velocidades alrededor de la velocidadprasable, mientras que, al disminuirTa la curva se
hace mas picuda, es decir, hay menos dispersitas erelocidades.

e Por completitud, calculemos la funcién de las dit@ees. Podriamos hacerlo en forma similar a lo que
acabamos de hacer, partiendo de la ecuacién (&6marsdo sobre todos los modulos de velocidad (ie,
O<v<o (ejercicio, hacerlo!). Pero lo vamos a haceribsndo en (6) la expresion d&/(v)

1
4

La distribucion es is6tropa. Tiene sentido? Sispoeas las direcciones son equiprobables, es, dechiay

F(WVdvdQ = 47F (W p(Q)dvil = p(Q) =

direcciones privilegiadas.
__________________ [
En la practica, con estas distribuciones, se puediular valores medio de funciones que depeddda

velocidad. Vamos a ver un método practico de caldalsiguiente familia de integrales:
_[” — 2

=] Ve av

Los primeros dos miembros de la familia se encaargn cualquier tabla de integrales:

g AT
|o—joerV—Ty2

l, = J-vae‘wzdv:%/

Qué pasa si queremos calcular, por ejeniplo 1,7?

|, = J': Ve dv

dy 2

Vemos quel, = - 2 y_

di, \/71(_1@)_\/712
2T
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En cuanto d,:
= [" e
=] Ve dv
Observemos que podemos obtener el resultado a geuit:

dl, _ 1

oy

Es decir, todos los miembros de la familia puedbterterse por derivaciones sucesivaslggpara los

|3

miembros pares), o die(para los miembros impares), respecto del parametro

Si queremos la integral pararo <v < oo, notemos que las integrales pares resultan:
0 _ 2 [ee] _ 2 . .
J'_ Ve ¥ dv= 2J'0 v*?e dv por ser el integrando el producto de dos funcigaees.

Mientras que las impares:
© — 2 . ., .
J'_ v¥*e ™ dv=0 por ser el integrando el producto de una funpignpor una impar.

__________________ I
Célculo del parametrqs
Partimos de la expresion de la entropia estadigtie encontramos en la clase 5:
S=kInQ(E)
donde Q(E ) es la multiplicidad del macroestado, compatible keoenergid, y que calculamos al principio
de esta clase, para obtener la distribucién deBaitn.
Sabemos, ademas que:

o8| _1
JE|,

.
Queremos calcular esta derivada. Entonces (cf.9)ag.

f f
InQ = NInN+Zn In9s = =NINN+> ngIngs—> ngInng

s=1 ns s=1 s=1

d(InQ)= ZlngsdnS Zlnn dng - Z Sdns—

s=1 S
f f
=Y InIs dn, —d(anJ =
1 DNs s=1

N

[z

f
=>In 9
s=1

dng
nS
Perong = Agee ™ = %=%eﬁfs = In%:—ln A+ e
S S

Con esto:
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d(inQ)=-In Azf:dns + Zf:ﬂgsdns = ﬂd(igsnsj = pdE

:O \T

Por lo tanto:
d{inQ

(dE )-p
Multiplicando por la cte de Boltzmann:
dnQ) _ds _1 1
k—=—""="" =" = =

dE aE T 7 Fria
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