Formalismo de Schrodinger-
Mecanica ondulatoria -1ra parte

Paguetes de ondas - Incerteza

Estoy convencido de que quienes, al oir
hablar por primera vez de fisica cuantica,

no se escandalizan, no la han entendido.
Niels Bohr

clase 15 16



De Broglie:

La naturaleza es simétrica: la dualidad onda-partecde
la radiacion electromagnética propuesta por Einstee
extiende a toda la naturaleza fisica.

Radiacion:a veces, ondas y a veces, particulas

— lamateriatambién tiene ese caracter dual!
Y las reglas de cuantificacion€ondiciones sobre las ondas!
Onda estacionari27zr = nA

Dualidad onda-particula para un foton:

p=ik=" (=21

27Tr =n—=|pr =L =nh
P

Ambas condiciones son equivalentes!




Y el “caracter ondulatorio™?...
La probabilidad! La probabilidad tiene “caracter ondulatorio ”

(a)#10 e
(b) # 200 e

(c) # 6000 e-
(d) # 40000 e-
(e) # 140000 e-



The picture on the main page is a Selected Areetiigle Diffraction pattern of a decagonal
phase of AI70C011Nil9 . The beautiful bright Braggaks, resembling those from
crystallographic diffraction, along with the perfeten-fold symmetry, which violates
crystallographic symmetry, According the latestimigbn adopted by International Union

of Crystallography (1992), a crystal is that whitisplays an essentially discrete diffraction
pattern.




Interference In Electrons Thru 2 slits

Growth of 2-slit Interference pattern thru different exposure periods

Photographic plate (screen) struck by:
s |
28 electmn&,@ 10,000 electrmg;?,

ik

White dots simulate presence of electron
No white dots at the place of destructive Interference (minima)



Vamos a tener que trabajar con ondas ...

»Ondas — Paquetes de ondas

e Paquete de ondag(x,t)

3

— dependenaiespacial

Y(x0) = [ ggedk

= distribucionespectral

— 1 —ikx
g(k) = ELQW(X,O)G dXJ
= evoluciontemporal

w(0,1) :%T [" f(w)e“dw

= distribucidnen frecuencia:

f () = %7 [ w(0,)e “dt

> fns inversasde Fourier

> fns Inversasde Fourier




Ejemplo Onda plana f(x) =€

> Espectro dé&k'ses un unicdk => Ak =0y AX — o
| 1 ro .
f(x)=€“=—— ke dk’
(%) 5L 9)
donde

- 1 o o
K') = f(x)e""dx=—=| e dx
g(k’) | t(x) «/ZTI‘“

" ei(k—k’)xdx

o—00

o

>“Funcion” o(x —a)tq.:

y(a) siialdA

|, 30x=a)y(x)dx= {o siialA

= J(x—a) =delta de Dirae= funcional



— g(K) =2m3(k -K') = %T [" et

1 co o
Ok —KY)=—{ ek¥kixgx
=/0( ) an_m

> Notemos que:

[ 3(x~a)dx=1 sii a0[x,x,]

Por ejemplo:
A 1 . ¢
1 - —
Z 5.(¥) =12 Si <X<€&
Oenotro caso2
Teorema del valor medio:
fw f(x)0,(x)dx I f (O)f_i 0, (x)dx=f (0)
2
G £ >
2 2

Paras - 0: [ f(x)3(x)dx= f(0)



> Cuanto mas ancho es el rango espectral (es decantos ma
k'sincluyo) mas angosto es el paquete (y viceversa).

« Paguete de ondas:

Y(x,0) = J.jooo g(k)ei(k—ko)(x—xo)dk

g(k) |
/f/\\
. 3 T
Ak ......




>Vamos a estimar el ancho del paguetaos paramos en uqy

vemos si el valor de la integral es grande o chico.
Y (x,0) = J‘: g(k)ei(k—ko)(x—xo)dk
a) x tq \x - xo\ > ﬁ (x alejado del centro del paguete).

—La funcion e'“*)xx)  ggcile
muchas veces ek (exponent

[ 0 | [ q[\ e grande!):

N U\J J | UU K =la Integral, es decigy/ (x,0) - O




b) x tq [x — x,|< ﬁ (unx cerca del centro del paguete):

(//(X,O) — J'_oooo g(k)ei(k—ko)(X—Xo)dk

A

/AN

El exponente dege %) @
chico =la funcidn apenas osc

en el intervaldAk = la integral, €

> Entoncesix - x | 2

e

1
— =
AK

decir, ¢ (x,0) tiene un valc

considerable.

AxAk 21| (orden de magnitud!)




> Paguete de de Broglie:

k=P _ ax=2P
7 7



> Paqguete de de Broglie:

k=P _ ax=2P
7 7

= |AXAp 2 71| 1™ relacion de incerteza de Heisenberg




> Paqguete de de Broglie:

k=P ak=2P
h h

— |AXAp = 72| 1™ relacion de incerteza de Heisenberg

No se puede medir la posicion y el impulso de artiqula
con una precision mayor que esta.

—no esun “problema” de nuestro aparato de medida
—no se puede hablar de trayectorias!

— nos habla del caracter ondulatorio de las parscula
> lgualmente: AtAaw =1

a):%:Aa}:E

—|AAE > 7| 2% relacion de incerteza de Heisenberg




At >>

At <<




En 1925, un fisico austriaco, Erwin Schrodinger,
desarrolla un formalismo matematico, basado
fundamentalmente en la hipotesis de de Broglie,
para formalizar todas este cuerpo de ideas cuanticas.




Formalismo de Schrodinger
Erwin Schrodinger (1925):

> Hipotesis de de Broglie- dualidad onda particula

> Relaciones de incerteza de Heisenbetg consecuencia de la
dualidad onda-particula

> Interpretacion probabilistica de las caracteristicandulatorias

—Max Born escuela de Copenhague:

Todo el curso de los acontecimientos esta detewinor las leyes
de la probabilidad, esto es, a un estado del espé&eicorresponde
una determinada probabilidad que esta relacionada @ onda de dg
Broglie asociada con el estado.

Caracter estadistico!

> Recordemos: dWN O|@x)* (doble rendija)



1) Toda informacion sobre nuestro sistema se desa@itraves de u
funcion de onday(X,t) tal que la densidad de probabilidad de encont
sistema en una cierta region del espacio a urodiernpot, esta dada por:

2dxdyd:

N

dN
7 L) = W(xy,zt)

> (%,t)=puede ser compleja! (lo “fisico” es la densidagrizb.)
dN ,_
J'DXW (X,1) :JDX‘QU(X’ Y, zZt) “d®x
= w*(xy.z00(xy,zt)dx=1

={/(X,t) de cuadrado integrable y normalizada.

="vive” en el espacio de coordenadas.

* Probabilidades y valores medios. En una dimension:
=] X () dx = [ gr* (X)xgp(x)dx
02 = ((x=(x)F) = (3 =21 + (") = () 20000+ (x)* = [3¢) = (%)



* Funcidn de ond& que vive en el espacip(= espectro dd's):

2d3p

dN
~ (P Py P =[P, Py, 1)

J.Dﬁ‘ﬂ px’ py’ pz;t) 2d3p — jmp¢* (px’ py, pz,t)ﬂ px’ py’ pz’t)d3p :1

W (xY,2,t) y ¢(p,, p,, P,,t) = funciones inversas de Fourier

—=principios de incerteza de Heisenberg

Relacion entray (X, y,2,t) vy ¢(p,, p,, p,,t)
> En una dimension:

W(x) = J%Tf; g(k,)e" dk,

g(k, ) no es la funcidon de onda:

— no depende explicitamente del impulso.

- no esta normalizada



> Relacion de de Brogliek( = k):
p=hk=dk= dp
h
Cambiamos variables:
1 . i PX
b= |_g(p)e"dp
Funcion inversa de Fourigy(p):

% - X
g(p) = %Tj_ww(x)e " dx = no esta normalizada

» Calculamos:

f;o9*(|0)9(|0)d|o:a2 £1 = ¢(p):¥



ipx —ipx'

% 1 ew . ipx . | |
L,o9*(p)g(p)dp=5j_mdpj_mw* (X)e’ dxj_oow(x)e " dx
J2mg*(p) JV2719(p)




0" (Po(p)do=_= " dpf " (9e” ax]” w(x)e * dx

\/ZTQ (p) \/ﬁg(p)

—(—)

[ g*(p)g(p)dp-—j @ (Yax]_g()ax [ dpe’




—ipx'

0" (Po(p)do=_= " dpf " (9e” ax]” w(x)e * dx

J2m9(p) V29 p)
[ o*(Pa(pdp= [ (o p()ax dpe(_i
2m5(x X')

5(x—x)_ je‘k(“)dk

Haciendok :%p ; dp=rdk, la ultima integral:

iE X=X 0 . ,
[ e dp=n["eNdk = 2mm(x - X)



[ g*(p)g(p)dp= 22—771; [ (9dx|” g (x)3(x~x)dx

=h[ @ (g (xdx=n

=1

2 _

—a°=h= qa(p):%

> Relacion entre las funciones de onda (en una dim.):

Jzzlriﬁ [” ap)e”dp =% [” ap)e”dp

_ipx

o(p) = [ (e " o

Y(X) =

» En 3 dimensiones:

_ 1 e & 3
w(xy,2) —@Lﬁcﬂ(pﬂ p,. p,)e " d°p

(integrales triples)

1 (o - PX
AP Py P) = [“w(xy.2e " d




> Calculemos(p, ).

Es necesario hacerlo en el espacio de impulsos..?

=[.@* (P)p@A(P)dp= % o p{ foow(X)e_ihdx}dp

Por partes | |:

u=¢(x) dv=e IC’Z‘de du:aw(x)dx V:__Ee"szx
0X ip
D w(x)e hdx}——he hw(x) +—j a(,a(x)
P __Ip7= ox

- _J

=0

(Y(X — ) - 0)



p) =" @* (p) pA P)dp= % [ o*p f‘;mx)e'ihdx}dp

e aw(x)a =
D W(x)e dx} ol "o dx

(p)= fj {co (P)p: j w() }dp

— —ihf; L/ﬁ fw o* ( p)e_ hdp}l'g)(() dx

w*(x)




(p) =}fw{¢* (P)P

j w() T }dp

=—in| j o* (p)e hdp 0P (X) 4y
f ox

» Reordenando:

(%)

p)=[ w* (x)( maaj (x)dx




PX

p>=ﬁfw{¢*(p) [ w() i }dp

=—in| Lﬁj o* (p)e hdp} l'g( X) dx

(%)

» Reordenando:

p) = [0 09 =in 2 9

Moraleja: hacer< p>en el espacio de coordenadas equivale a
calcularlo introduciendo el operador diferenci%tl—ihaij:
X

— representacion en coordenadas ge.




Consecuencia dentro del formalismo de Schrodinger, cualg
magnitud fisica tiene asociado uoperador cuyo valor d

expectacion es lo que uno puede medir.

-

> lgualmente:p, = —ihi conx, =X,Y,Z

28
(0., 0. 0, .
=—jh| —X+—V+—7|=-ih0
P (ax ayy 0z j

p? = (-in0)[(-in0D) = —-r°0°
Operador impulso angular, en cartesianas:

L, =Yyp,—zp, - —ih(ya— zaj

0z oy
E:FXﬁ:><L :pr—Xp = —lh Za—xaj
4 ’ ox 0z

(.0 0
L, =Xp, - - = X——Y—
\ z py pr ay yax



Observables fisicos: operadores hermiticos

F = operador

No cualquier operadees una magnitud fisica medible

— valores medios reales observable fisico

> Condicidon=hermitico o autoadjunto:

F* = F'| con F' =operadorF transpuesto

[, F g, d°x=[y, Fy,d’

e Si conjugamos la condicion:

2o 2o

F=F"'=F"

F * (transpuesto conjugado)

—=conjugado hermitico hermitianqg o adjunta

= F = autoadjunto o hermitico



 Condicion suficiente (aunque no necesariay):
<|£>* — -':Ow* ()_{)FA[ﬂ()‘{)dC%XI — f:o(ﬂ()‘()FA *w* ()_()d?’X
=[WRFy* (R)dx

<'£>* = I_ZQU* (R)F @ (R)d*x = <|f>




e Ejemplo: xp, no es hermitico (no es wbservablé

xp) = [0 =" 5% o

u=g*x dv= wdx du= oW )dx V=
00 OX

a *
(xp,) = Xlﬂ ¢’|_m —_[ Y (wxx)dx




() ==+ (xp,)

pr + pxx
. 2 es hermitico
= en gral:
~ F+F"
O =
2

eshermitico



Autofunciones y autovalore
Cuando un sistema va a tener una determinada viaridimamic:

F bien definida?> g2 =0

ot =((F~(F)f )= Lo~ (F-(F)F - )wd X

:f_o;‘r”*('f‘<':>) pd*x=[" ¢(F - (F)) w* d°x



Autofunciones y autovalore
Cuando un sistema va a tener una determinada viaridimamic:

F bien definida?> g2 =0
o =((F-(F)f )= [ (F ~(F))F ~(F oo
o; :j:l/’*(A = )¢d3x

=" @+ (F -(F)) gd°x=[" p(F - (F)) * d*

ot =[ [P - (F )P - (F)) o




Autofunciones y autovalore

Cuando un sistema va a tener una determinada varidinlamic:

F bien definida? 02 =0

o =((F~(F)) )= [Lue (F (P )JF - (F Jpax

of = [y (F ~(F)Jpd*x
=[" (B -(F)) ga*x=[" p(F - (F)) o>

ot =1 [E - WlE - 6 e o
P G RV P

* Integral definida positiva:

(F-(F)ly =0= (F-(F)ly=0

—|F¢=(F)¢| ecuacién de autovalores

N

( F>)t//‘2d3x20




« {{F)} = espectro dé& = Unicos valores posibles!

« {¢,} =autofunciones d& = { }ortonormal y completes base

Fy,=fy,

Fy, =f.W.,

[ Fy,dx=1 [ yy.d’x
fotln

[ Fpdex=[" g, Fy,dx=1,[ wu,dx

Restamos una de o:

(fo = o) @b dx=0= [ . d’x=0,,

| sin=m=(f, - )=0y[ gy,dx=1
sinzm=(f,—f )20y | w,dx=0

—base: xy=>_cy,



