Nota sobre fuerzas de vinculo y ecuaciones de La-
grange

(Fisica contemporanea 1, Solari, 2021)

Consideramos N cuerpos y sus 3N coordenadas cartesianas, x;, a cada coor-
denada le corresponde una masa m; que es la masa del cuerpo a la que la
coordenada refiere. Tenemos ademés M condiciones de vinculo en la forma

ho({zi},t) =ay,v=1...M

y podemos considerar a = 0 cuando se satisface la condiciéon de vinculo. Los
grados de libertad estédn representados por las coordenadas generalizadas

Gi,i=1...3N - M

si consideramos el conjunto formado por {g;} U {a, }reclamamos que sea local-
mente equivalente a las coordenadas carteasianas, es decir que exista la trans-

formacion
Xi({gt u{a},t) = (1)

A tiempo fijo, un desplazamiento de la condicién inicial compatible con los
vinculos esta dado por

hv({fﬂl —+ (Sl} ,t) = Qy
y para desplazamientos infinitesimales es lo mismo que pedir

ah Ohy 8X
>

ox; 8q
Oh,
8:@
como las componentes del vector normal a la superficie determinada por la

condicion de vinculo k. Por el contrario, un desplazamiento que cambia el valor
de a, es

Reconocemos entonces a

Ohy,
8.’L‘i '

oa, =

y tienen proyeccién no nula en la normal, puesto que la transformacion 1 es
invertible, tenemos

dX; = dx; = 0X: 4y
k v 8t
0X; 0X;
5X; = b isa, 2

Podemos saber méas sobre day ya que

6ay = %: (&m Oay, am) * %: <6mi Om 5(]m)




La segunda suma es cero porque son todos los movimientos virtuales que no
alteran los vinculos. La primera suma implica que

Oh, 0X,\
Zi: (&m 8am> = Ovm (3)

donde 6, es la delta de Kronecker.
Igual que como cuando comenzamos la derivacién de las ecuaciones de La-

grange, escribimos
dpi !
> —F,—F)6X;=0
dt

%

Con F; la fuerza expresada en términos de posicion y coordenada que corres-
ponde a la coordenada ¢ y F} la contribucion de los vinculos. Usando 2 llegamos
rapidamente a:

dpi 0X; dp; N OXe o
Z(dt—Fz) aqkqu—l—zv:zi:(dt — F, — F; 8avéav—o (4)

ik

Pero todos los desplazamientos son independientes. Del primer grupo sabemos
que obtenemos las ecuaciones de Lagrange, del segundo grupo obtenemos las
fuerzas de vinculo.

Ecuaciones de Lagrange El punto de partida es entonces

dp; 0X;
Z(dt _Fl> Iqx =0

%

y debemos transformarlo reconociendo sus términos. El més sencillo es

0X; -
— F — _F
T

la fuerza generalizada, que en caso de provenir F; de un potencial, simplemente
es:

V({a}) VEX(@)}) )
] ov ox,  ov
B = =2 0% o0~ om

Es decir que se reescribe el potencial en termino de las coordenadas generalizadas

y se deriva parcialmente respecto de ellas para obtener la fuerza generalizada.
El término cinético lleva més elaboracion. Es necesario tener en cuenta que la

transformaciéon propuesta es geométrica. Por ejemplo, en un péndulo escribimos

(z,y) = L(cos(0),sin(0))



una transformacion donde no interviene la velocidad. Si escribimos la velocidad
en este ejemplo

(i,7) = LO(— sin(d), cos(h))

que depende linealmente de la velocidad generalizada 6. En este caso podemos

ver que
Oz,y) _ 0&,9) _ .
%~ o6 L(—sin(0), cos(0))

De la misma manera y de forma general

X, = dX; _ Z 0X; . 0X;

dt Iqk ot
y
0X;, 0X;
pr— 5
Oqe Oy (5)

La aceleracion se escribe:
. 2X; 0?X 8 X
Xi = =
dt2 Z (aq aq q’C‘”) Z ataq Z

dado que {q, ¢,t} son variables independientes. Otra expresion que precisamos

es:
. 0% X; d (0X;
dai, ( ) Z 8Ql8(Jk T Stoq. ~ <5qk) 0

Es decir que la derivada temporal y parcial respecto a la coordenada generalizada
se pueden intercambiar.
Ahora transformamos la cantidad

N i 0X; _ d dX; d (X,
Pt =3 da dt(z aq> ;pldt<8qk>

utilizando la expresién 5 y la expresion 6

3505 5 (3)

Si formamos la expresion correspondiente a la energia cinética




Por lo tanto, considerando fuerzas que derivan de un potencial nos queda la

ecuacion ~ ~ _
d {oT oT oV
— = ]-l5=|+5—=0
dt \ 9qp Oqx g
y si formamos el lagrangiano o
L=T-V

llegamos a la expresion de las ecuaciones de Lagrange
dafocy or
dt \ Oq oqi N
Ejemplo 1: El péndulo En el péndulo teniamos que la posicion de la masa

en término de las coordenadas generalizadas 6 y del parametro asociado al
vinculo (la longitud del hilo, L) son:

(z,y) = L(cos(0),sin(0))
y al derivar respecto del tiempo la velocidad es:

v = LO(—sin(h), cos(0))
. 2
Luego, si M es la masa del péndulo, la energia cinética es: T = MQLQ (6)". El
potencial es: V(r) = Mg(L —x) (la gravedad es (g,0) lo que fija la orientacion
del eje . Luego V(0) = MgL(1 — cos(f)) = V(x(d,L)). Las ecuaciones de
movimiento resultantes son:

ML? .
o= = (0)° = MgL(1 — cos(6))
a(ocy oL _
dt \ 96 00
ML?G+ MgLsin(d) = 0
Multiplicando por 6 y reconociendo 66 = %%y Osin(9) = fd%i(e)tenemos

% @M(Lé)2 + ML cos(9)> =0

o lo que es lo mismo, %M(Lf))z — MLcos(§) = E— MgL donde E =T +V
es una constante que reconocemos como la energia. Este tipo de integracion,
habitual de la mecanica, se denomina “por cuadraturas”.




Ejemplo 2 (Problema 7 de la guia) En una varilla que se mueve con
velocidad angular w donde estd engarzada una masa, m, que puede deslizar
sobre ella. Hacemos el movimiento perpendicular a la gravedad para facilitar
las cosas.

(z,y) = r(cos(wt+ a),sin(wt + a))
v = rw(—sin(wt+ a),cos(wt + a)) + 7(cos(wt + a), sin(wt + a))
d
dit} = (# — rw?*)(cos(wt + a),sin(wt + a)) + 2/w(— sin(wt + a), cos(wt +
L = ((wr)?+ 7*2)%
Ecuacion de movimiento
d(mr) 9
= mwr
dt

Para el futuro, constante de movimiento H = Zt(—(wr)? + 7%). ;Cual ser4 el
movimiento resultante? Despejamos

i = 4++/(2Ho/m) + w?r?)

Aqui el valor Hy es el valor inicial de la constante, el cual puede ser positivo
o negativo, pero siempre debe ser Hy + %(wro)2 > 0.
El sistema

P =w?r
es lineal y como tal su solucién es r = A exp(wt) + B exp(—wt) donde A+ B =
ro y w(A—DB) = 79. Si A > B (velocidad radial inicial positiva) el radio siempre
crece. Si A < B el radio comienza decreciendo hasta que los dos sumandos se
igualan, la velocidad se hace cero y el radio comienza a decrecer. La constante
A > 0 porque de lo contrario el radio se hace negativo y queda fuera de las
soluciones admisibles. Por otro lado, a = 0 corresponde a una condicion inicial
r = B,r = ~wBy Hy = % (—(wB)? + (wb)?) = 0 En ese caso extremo, la
masa se va al centro.
No hemos usado la forma explicita del vinculo. El vinculo fija el d4ngulo en el
tiempo, lo podemos escribir como

h(z,y) = arctan2(z,y) —wt = a

arctan(y/x) x>0

arctan 2(x, =
(@y) {sign(y)w +arctan(y/z) x <0

Aprovechamos para ver la direccion de la fuerza de vinculo

—y 1 1 1
)72 =A (—y’x)m

Fq):A(xTag 1+(£)




que es un vector normal al alambre ya que (z,y) - (y, —z) = 2y — yz = 0. La
ecuacion de Newton en este caso hubiera sido

1

m(E, ) = A (v, —x)m

Los desplazamiento virtuales serian 6 (z,y)/+/2? 4+ y? y multiplicando por la
ecuacion de Newton obtenemos

m(zZ +yy) =0

Para resolver la ecuacion tendriamos que usar la expresion de las coordenadas
y aceleraciones en funcion de las variables (7, 6)

(x,y) = r(cos(wt+ a),sin(wt + a))
(&,9) = (F—rw?)(cos(wt + a),sin(wt + a)) + 27w (— sin(wt + a), cos(wt +

y haciendo el producto escalar entre las dos obtener
(# —rw*)ymr =0

Ecuacién que tiene como soluciones 7 = 0 y las soluciones de # — w?r = 0
que son las exponenciales que ya discutimos. Lo que nos ofrece Lagrange es la
solucion sistematica de esta cuestion.

Ejemplo 3 (Problema 9 de la guia) (dibujo on-line) Tenemos dos grado
de libertad. La masa m; se desliza por un cable horizontal, por lo que su
posicion estd dada por un valor de x; sobre ese cable medido desde algin
punto de referencia. Su altura z; = 0 sera la referencia en la otra coordenada.
La masa ms se puede hallar con la instruccién, vaya hasta m; siga el hilo que
desciende formando un angulo @ respecto de la vertical una longitud L

(35, Z)l = (Q7 0)
(z.2)2 = (q,0)+ L(sin(0), cos(h))

Solo la segunda masa contribuye al potencial, por lo que tenemos V(z) =
—maogz (z mide la distancia al cable del que cuelga el péndulo, el eje tiene la

direccion de la gravedad), V() = —mogL cos(f). Las velocidades son:
vt = <Q7 0)
vy = (¢+ LOcos(),—LOsin(0))




El lagrangiano se lee:

_mi o My - 2 . : 2
L= 5 4 + 5 ((LQSln(Q)) +(q—|—L9(:os(9)) >+mgchos(9)

y ahora tenemos dos ecuaciones de Lagrange

d )
= (mlq "+ oG+ LO cos(a)) = 0

d . .o
= <m2L20 +maLi cos(a)) —  —magLsin(0) — magL sin(é)
La primera ecuaciéon da una constante de movimiento que tiene que ver con
la posibilidad de trasladar este sistema rigidamente en la direcciéon x, es el
momento lineal total en esa direccion. Esa ecuacion establece que

Lé cos(6
mi1 + mo

Relacién que puedo usar en la segunda ecuacién para obtener

% <m2L29 +maL <—L€COS(0) + P) cos(6‘)> =

mi + mo

B L0 cos(0) L p

= —maogLsin(f) — mq ( ) LOsin(6)

mi + mo

Para resolver esta ecuacién podriamos apelar al método de cuadraturas, pero
terminariamos en un «gran problemay de integraciéon. Si nos restringimos a
pequeiias oscilaciones donde podemos reemplazar (cos(f),sin(6)) ~ (1,6) la
ecuacion se torna lineal (en la jerga, «la linealizamosy) y se puede resolver
por el método de las exponenciales o por suma de senos y cosenos. (Hay que
recordar aqui la relacion de Euler exp([t) = cos(t) + I sin(t)). El algebra final
(y repasar los posibles errores de algebra de la cuenta anterior) es un ejercicio.

Fuerzas de vinculos Volvemos a la ecuacion 4 de la que obtenemos la parte
de fuerza de los vinculos

Z ( dt _Fi> oa, :ZF;aav - ZZm: <>\m ox; 6%) =N

i %

dado que la fuerza de vinculo estd dada en la direccién de la normal, F} =

Yo Ao g’; y usando 3.
Pero si la fuerza F; =

de un potencial, V. Definimos

—% es decir que es conservativa y viene del gradiente
X

Vig,a) = V({Xi(g;a)})



y tenemos

ov
B Z Bav (“)av

Mientras que

zi: dt da, Ei:mz dt Oa,

con

Recordando que coordenadas y velocidades se pueden cambiar independiente-
mente unas de otras, es decir que ¢;no debe ser considerado una funciéon de las
coordenadas

6’01' aQXi .
da,, Z 5qk8am 8t8am T dt Z 3am (7)

y reescribiendo como en Lagrange
) e (50

S ()
2w e @ (Zplaak) "2 Pigg,

usando 7para obtener
i

tenemos que esta tltima es

0v; oT
2P0, = ®)
8ak 8ak
Tenemos todos los elementos ahora para evaluar
dp; X or d oX;\ oV
— Fi = —— —_— i - )\’U
zi: ( dt ) Oa, Oay, + dt (zz:p Gak> + Oay,
Luego reconocemos que el lagrangiano es

L=L({q} {q} {a},1)

(i)

y obtenemos A como

3av

L a4
d
Ei ( ox; )



Ecuacién que todo ingeniero debe saber, pues da las demandas sobre los vinculos.
Es importante hacer notar que si en lugar de escribir

L= L(q,q,a,t)

hubiéramos generado una energia cinética permitiendo el cambio de los vinculos
en el tiempo, obteniendo

U; ZzaXi(jk-l-Z%dv—i—%
& > v

Iqx ot

m; o

T(q,q,0,0,t) = Y =00,

i
podemos verificar una vez méas que (usando la independencia de la velocidad
respecto de la coordenada)

0v;  0X;

Oa,  Oay

y por lo tanto la ecuacién 8 se transforma en

\oL oL d[lor

v Oa, dt Oa,
{ay=a,=0}

L = T-V

L = £L(g,4,a,0,t)

Ejemplo 2 (cont.) Condicién de vinculo
arctan(%) —wt=a
direccién de la fuerza de vinculo (mejor dicho, el vector gradiente del vinculo)
(y, —x)/r* = (—sin(wt + a), cos(wt + a))/r
y también, recordando que

mv = mrw(— sin(wt + a), cos(wt + a)) + mr(cos(wt + a), sin(wt + a))
0 : 2
D a—r(cos(wt + a),sin(wt + a)) = mriw =\
a

2miw(— sin(wt 4+ a), cos(wt + a)) = F

que podemos verificar es la proyeccion de la masa por la aceleracion tangencial.




