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Epidemiologia
Percolacion en Networks complejos

Percolacién usual fue en redes requlares de N nodos
El problema de la Percolacion es considerar lattices regulares embebidas en un espacio

D-dimensional

Esto es equivalente a trabajar en un espacio N-1 dimensional donde cada nodo puede
estar ligado a N-1 nodos.

Vamos a buscar aquel punto en el que el sistema esta compuesto de muchos fragmentos
pequenos y ante un modificacion infinitesimal de i.e. p (la proba de ocupacién de un
nodo) pasa a tener una componente gigante.

El problema de la transicion de percolacion : Newman MEJ SIAM rev 45 167



Sea un random network, no dirigido, no correlacionado, con

1) distribucion de grado P(k)
2) q la proba que un nodo elegido al azar no de a un nodo que pertenece al cluster
infinito

Sea
kP (k)
<k>

la proba de que un nodo random nos conecte a un nodo de grado k (<k> es la norma)

Sea
k—1

q

la proba de que los (k-1) nodos restantes no esten conectados

Entonces la proba de uge un nodo elegido al azar no este conectado al infinito es

_y kP(K) -
CI—ZRWCI




Entonces la proba de uge un nodo elegido al azar no este conectado al infinito es

q=3, P g

< (ky 1
g=1 es siempre solucién
Sea ahora P, que esla proba de una dado nodo de pertenecer al cluster gigante.

P,=1- P(k)q"

q=1correpondea P, =0 o sea ausencia de cluster percolante.



Hay que buscar las otras soluciones y entpnces se propone

q=Flq) = ZkkP(k)q"‘l(%>

donde
_P() _
F(0) o F(1)=1
Ademas

F'(q) >0 F''(q) >0 para 0<g<1




Para que ocurra la situacion B es necesario que la pendiente de F(q) en 1=q sea mayor
que la pendiente de y=q =>

d kP (k)
dq| & T ¢ ]q_fl
i(z kP (k) ) .
dq| =k T2
[@%f KP()g ]| > 1
1 ,.
o klzP(k)kl 1
K >—1 > 1



O sea que la relacion es

<k_2>>2

Esta es la condicion de percolacion e introduciomos el parametro de heterogeneidad

_ (K

K_—

(k)



Esto es estrictamente valido para redes totalmente descorrelacionadas con N — infinito

Se puede demostrar que el umbral de percolacion marca el el punto critico de la
/1,2

.. k™) :
transicion de fase entre —%~<2 sin cluster percolante y numerosos fragmentos
/

(k)
" ~ n . . . \k2>
pequeios” ala region con presencia de una componente gigante ~—~->?2

(k)

Para un network de Erdos Renyi en los que los links se toman con probabilidad p,
<k>=pN = p. = 1/N




Daios y resiliencia

Si se desarrolla un proceso epidemico cobre una red, los links estan asociados a los
caminos por los que se propagan las enfermedades. Un mecanismo para evitar la
propagacion de la misma es mediante (en ppo.) la ruptura de links.

Estudiamos un porceso de “percolacion inversa”

El estado inicial es tal que todos los nodos estan ligados por vecinos inmediatos.

Supongamos que f=0 denota que todos los nodos estan ocupados. Entonces también
denota el estado con p=1 (proba de ocupacion).

Si se elimina un fraccion fde nodos ocupados (se los desocupa) el problema es
equivalente a p— (1-f) existira entonces un fc=1-p. que la fraccion critica que marca un
umbral tal que marca el paso del fragmento percolante a una serie de fragmentos.

Entonces aparece una transicion de fase al pasar de una situacion a la otra.



Sea el parametro de orden

S;
p, =2t
S,

Donde St es el tamano del fragmento mayor despues del "dano” f y donde So= N es el
tamano original del network.

De acurdo a lo visto antes, encontrar f.es equivalente a encontrar el valor para el cual se
cumple

(k*),

=2
(),

con <k>¢el correspondiente al network danado.
Comenzamos con un network con distribucion de grado

P,(k)



empezamos con Py(k)=>(k),, (k’), yluegodeldafio P,(k)=>(k) , (k’)
Phys.Rev.Lett. 85, 4626

Ante este proceso un nodo con grado koluego del dano quedara en grado k con
probabilidad

W

de donde resulta la densidad de probabilidad P¢(k) sumando lo anterior sobre todo
posible valor de ko

P(k)=2., ., Pﬂ(ku)(iu)(l_f)kfkr]_k



de donde resulta la densidad de probabilidad P¢(k) sumando lo anterior sobre todo
posible valor de ko

Pf(k) = Zk[,zk Po(ku)(iﬂ (l_f)kfku_k

Si con esto se calcula cosas uno obtiene
<k>r = (1_f)<k}u

(K= (1=f) (k") + f(1=f) (k)

f.es tal que si f>fF. no hay componente gigante.

/1.2
_ L (k%)
Para satisfacer el criteriode —1 <2 - (k*)p<2(k); =

R /g

(1—F) (ko + f(1=F)(k)o< 2(1—f ) (k)



De donde
(1=F)(K ) + f (k)o< 2(k),

Que resulta

y de alli

ok 1
(k) g—(k g K—1

con « = (k%) /{k),



(k)
ff:l_; 2\1 Uf \:l_ il
(k™ )o—=Ck)g K

con « = (k¥ /(k),
De donde podemos observar:

1) Si las fluctuaciones de grado estan acotadas, (k*), es menor que 1y entonces f. e

estrictamente menor que 1 = cuanto mas nodos se retiran el tamano de la componente
mas grande decrece.

2) Si es una densidad de probabilidad es de “cola larga” o “heavy tailed” (k°), diverga
y entonces la componennte gigante esta presente siempre ( excepto para fc=1) Es
infinitamente robusta!, pero esto es asi para N— infinito.

Pero en los sistemas reales las redes son siempre finitas luego las fluctuaciones son
Finitas.



Epidemiologia
Modelos compartamentales y suposicion de homogeneidad

Estos son los modelos mas simples

Clasificamos a la poblacion “en compartimentos” de acuerdo a su estado

Los Fundamentales son:

S puede contraer la infeccion susceptible
| esta contagiado infectado
R dejade participar del juego removido sano o muerto

Vamos a considerar un sistema con N individuos

Sea X"(t) el numero de individuos en el estado [m] a tiempo t

Se satisface N =) X"t

m



Tenemos 2 clases de procesos

1) espontaneos, por ejemplo la transicion de |- R, decimos espontaneos
porque no necesitan de la interaccion con otro agente

2) interacciones binarias, para que un S = | necesitamos la interaccion de un
Sconunl

Para 1)
Tenemos que la variacionde X'™'(t) es

Jm [h]
Zh Vi X
donde

a, eselritmo de transicion desde la clase [h]

m

v!' =1,0,-1es el cambio en el numero X"/(t) debido al proceso
espontaneo desdeoa |[h]

Para 2) que son los del tipo S+1=2|
Tenemos que la variacionde X'™(t) es

m =1 y-|h| y- g] Z m [h!
Zh’g’vh,ga N X" X7+ hvhah){

h,g



Dado lo anterior podemos plantear ahora

5 ylml _ m 1 y (1] ylg] m b
0, X —Zh,gvh,gﬂh,gﬂ’ X"X+ ) via,X

Donde ahora las cantidades X'"(t) son continuas.

Se debe satisfacer
> 0.X™(t)=0

La aproximacion continua determinista deja de lado fluctuaciones

Los modelos epidemiologicos basicos son

SI
SIS
SIR



El modelo mas sencillo es el Sl :

La probabilidad que un nodo adquiera la infecciéon de un vecino es para un
intervalo de tiempo dt
Bdt

B es el ritmo de dispersion de la infeccion.

La evolucion de este modelo esta completamente dado por

(1) = 10

n

Entonces tenemos que tomar en cuenta que cada nodo infectado “intenta
infectar un nodo susceptible, tenemos que la probabilidad de contagiar en
dt al susceptible con n vecinos infectados es

1—(1—pdt)

Dejando de lado las Fluctuaciones, cada nodo susceptible con k conexiones
va a tener n=kivecinos infectados.

Si Bdt << 1 entonces 1—(1—pdt)'~pkidt donde aparece explicitamente
la dependencia en k



Suponemos que el numero de vecinos es el mismo para todos

La correspondiente ecuacion de evolucion es

di(t)

o = BUoi(0)[1-i(t)]

con [1—i(t)] =s(t) donde S(t)/N = s(t)

Exploramos ahora el modelo SIS

Ahora debemos incorporar un parametro u que es el ritmo al que nodos
infectados pasan al estado susceptible.

4ilt) _ o okyi(e)[1—i(e)]-ui(t)

d L

donde [1-i(t)] = s(t) debe satisfacerse a todo tiempo



Exploramos ahora el modelo SIR

Ahora u corresponde al pasaje de infectado a recuperado.

Resulta ahora el siguiente sistema de ecuaciones:

ds(t)
dt

= —Bki(e)[1—r(t)—i(t)]

De acuerdo a esto todos los infectados terminaran en el estado recuperado.



u Establece unaescala 1/u que comparamoscon 1/f yresulta que

si 1/u < 1/p el proceso es dominado por la recuperaciéon natural de
infectados a susceptibles o recuperados (segun el caso)

si 1/u >> 1/ elspreading es mucho mas rapido que la recuperacion.
Luego es como un Sl

La aproximacion lineal y el umbral epidemico

Como se comportan los modelo sencillos anteriores en las etapas primeras
de la evolucion.

A tiempos muy cortos i(t) es pequeno y podemos dejar de lado los terminos
cuadraticos.

=B kyilt)[1-i(t]]

ParaelSl ¥ ;:-'
L

dij(:) =pkyi(t) = i(t)=i ™" = i(t)=i,e

tft




Donde T = ([3<k>)_1 es la escala temporal de la prevalencia de la
infeccion

En el modelo Sl todos evolucionan al estado |

La solucion de este modelo es
iexp(t/t)

i(e) = 1+i,(exp(t/t)—1)

La aproximacion lineal para SISy SIR es tal que despreciando los términos
cuadraticos en i?

d;(_:) = B(k)i(t)—uwi(t)

La correspondiente solucion es
i(t)~i e’

Donde
v = Bk)—u

este termino a diferencia de lo que ocurre en Sl puede tener valores tanto
positivos como negativos asi que hay soluciones que decaen y no propagan
la infeccion.



Surge entonces el concepto de umbral epidémico }
Si B <ullk) =» <0
La condicion de umbral epidemico se escribe

T = u(R,—1)>0

Con R, = B(k)/u elritmo basico de reproduccion.
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