Slowing down




Metropolis Monte Carlos - Ising

Para estudiar el Ising recordamos que el Hamiltoniano de

este sistema es
E = —€ Zs;s_; - B Z S
!.

Vil
Podemos calcular

_ XE)
oT

C

C = - () (&)

Del mismo modo para la suceptibilidad



Entonces la gran mayoria de los estados tienen la misma
energia.

O sea que

C = —= (EH~E?)

Del mismo modo para la suceptibilidad

M)
2= hm—




X = o

1 = 2= (M) - (M)

En el caso de MMC las probas de transicion estan dadas
por

pii = exp(—pAE)

Si pensamos en "single spin flip" las posibilidades son las
siguientes



— AL = 8¢

— AE = 4¢



— AE =0

— AL = —4¢



LIt = L]l | AE =8¢

Luego conociendo estos casos tengo todas las
probabilidades de MMC



Condiciones periddicas de contorno

+ + + - -

- - - + - -




Specific Heat per Spin
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2D Ising Model:

L=20 square lattice, 1000 MC cycles

W
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reduced temperature
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https://www.triplespark.net/sim/isingmag/
https://www.triplespark.net/sim/isingmag/

Efecto aumentar el numero de pasos en MMC

Sea W(a,n) la probabilidad con que la configuracion a aparece en el
paso n de la simulacion de Monte Carlo

Sea p, la probabilidad termodinamica de la configuracion «

La diferencia entre ambas es|D, = > IW(a,n) — p./|
De donde

Dn+l = ZH”’V(Q’, n-+ l) - Pa:l
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usando que W(a.n+1) =} W(a'.n)p,,
Dysr = Zﬂ, Zg’ 1'".V(C{Ia”-)parﬂ _gﬂf

—

usando que D PaPuy’ = Pa . Pad’ = Pa<
D”"‘l = Zﬂ; |Zﬂ‘["sv(alla”)pa:a _ﬁf}ﬂﬂaﬁ'r]l

Luego

DrH—l = Zﬁ, |Zﬂ‘["fv(ﬂ-’fa”) _Fa];}&ra

De donde

Dy < ZM:IW(&”,H) -plp,.




Dui <) IW(a',n) —p,|

Dn+] E D”
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Correlaciones

Al generar la configuracion a paso n + | haciendo un cierto numero
de cambios sobre la configuracion a paso n es probable que las
mismas resulten altamente correlacionadas

Una forma de decidir a que paso puedo realizar una medicion de

una cierta variable X sin que la misma este contaminada por la
nombrada correlacion es mediante el calculo de la funcion de
autocorrelacion

2

KXo Xap) = Xa)
X2) = (Xy,)°

Cxx(k) =

donde X,, es el valor de X en la configuracion «; a paso j y esta
difinido tal que Cyx(0) = 1



Los valores medios se calculan a lo largo de una dada trayectoria
en el espacio de las configuraciones

k

l 2:
<XH_J'-X&I_I-+}:> = ? XﬂjXﬂ._ﬁ'—k:
k'=1
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Respecto del ensemble
Canonico

Suponemos que el Hamiltoniano del sistema es:

i=1

N,
P;
He Y 2T
2m -

Donde p. es el momento de |a iesima particula.
Supondremos el termino de interaccion mas sencillo:

V, = 1‘(‘11 — rﬂ," )

16



Planteamos el sistema canonico

Ox(V.T) = w L [ [ pdrep ﬁz S)esp(- ) vy)

i<]

Las integrales se factorizan

OMV.1) = J W jd “pexp(-p Z . j d*rexp(-p 2 Vi)
1<J

y la integral sobre los momentos se hace inmediatamente

OV 1) = Mlll;t;.:\r jd “rexp(-p Zvrj‘)
B 1<j

AN

donde como siempre



)
2rh
mkT

/=

Sea la integral configuracional

Zy(V.T) = j.-.jdim---d"'i“xﬁp(—ﬁzvﬁ)
i

18



liquidos
Funciones Distribucion

Cual es la probabilidad de que, dado un sistema de N particulas a
volumen I’y temperatura T, |la particula 1 este en dr en derredor de
r1. la2endr, respectode r; ...

EXp(—ﬁ L"i\r){?’f‘l .. {?’;“j;

P':‘W(f‘l..?’:*i“a-. . )dridradrs. . .= 7
N

Donde Zy es la integral configuracional.
Sea ahora n < N, |la proyeccion de los anterior da

Jﬂ- . J exp(—fUx)drys1...dry
Z""-,-"

P[H}(J"l‘. e ,I‘_:',I) =

19



Si consideramos que las particulas son indistinguibles, la proba de
que una particula este en dr; de r;.

(1) (4 ) = N re :
N1y, Tn) = == PYry, . .1
p " (r1,....1) (N-n)! (r1,....1)

La p" mas simple es la p'¥ que es la proba de encontrar una
particula en r,

oo N -2 -
FIP ()dr =47 =p densidad

Definimos ahora la funcion de correlacion g™ (r1.....r,) tal que

p(n] — p.-'rg[f?]n

Con p" = [pV]
De donde
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Jn N! J : J E}{p(—ﬁ[,fr_v)dif‘;Hl. : .{?’I‘;.-'

i) )
O sea que g™ = "p“ = f .

i

SRy n
\ T/ g =

Comenzamos el analisis de la ¢"(r1.7»)

(Se mide experimentalmente con gran precision por ejemplo por
scattering de rayos Xx).

Llamaremos| ¢ (r1.72) = g(r) = g(r1») |(= valido para potenciales
esfericos)

En este caso p'¥ = p’g(r) que me da la probabilidad de que dada
una particula en una cierta posicion tenga otra a una dada distancia
para toda posicion.
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Supongamos que ahora coloco una particula en el origen y estudio
la probabilidad de encontrar otra a distancia »

j pg(r)dmridr = N-1— N

a) g(r) — 0conr — 0, pues siempre hay repulsion "»"

b) g(r) — 1 conr — w0, pues el efecto de la particula en el origen
se borra y el sistema debera verse homogeneo a largas distancias
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Si paso de la negra a esta verde (por ejemplo), nada
cambia

Una configuracion promedio sobre configuraciones
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Relacion entre g(r) y la termodinamic%

a) La energia en funcion de g(r)

Y4
Qy=——

2
P;
= NITEL H = Zi _2m + U(xl,yl’....)

_ InQy

(—B)

SI suponemos un potencial de interaccion de dos cuerpos
Ulxyvy....) = Z_jj u(|r; —r;) = Z L u(ry) = Z-‘-'f-:flr'-‘j i

1<), 1]

E = [...[dpdqHexp(-BH)/|... | dpdqexp(-pH)
= J , J dpd{}[z fT + Ulxvpyr..) ] exp(—f}H)/J. N J dpdqexp(-pH)
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Relacion entre g(r) y la termodinamic%

a) La energia en funcion de g(r)

Y4
Qy=——

2
P;
= NITEL H = Zi _2m + U(xl,yl’....)

_ InQy

(—B)

SI suponemos un potencial de interaccion de dos cuerpos
Ulxyvy....) = Z_jj u(|r; —r;) = Z L u(ry) = Z-‘-'f-:flr'-‘j i

1<), 1]

E = [...[dpdqHexp(-BH)/|... | dpdqexp(-pH)
= J , J dpd{}[z fT + Ulxvpyr..) ] exp(—f}H)/J. N J dpdqexp(-pH)
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NET + kT2 22201 2 ANET+U
I: :If‘-;-'_If %

cT

Iw-.?'|

conU = [ [...{ Uexp(-BU) |/Zy

A

U=u,+uyt..

Como es la energia media de interaccion U?
N(NV-1)

U= "L [exp(-BUug Pridrs. . dry

2 Zy

JJ exp(—pU)drs . dry

NOV-1) [ «
[T = / JJulzf'l}“](?h?'j

2 ZN
A
Pero /
| exp(—pUNIdra1...dry
(2) (47 397) = —2V J j
f-j ('-'r 1. 72 ) - (N=2)! Zn
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9" N
JJ e:-;pl{—ﬁ[Jffjr_:...ff:‘}'j: . (V=231 ) i <V)
7 = Pkﬂ(?’l-.r?) N =P ij(rl"rj) NIN-1)
Entonces

U= L[ [uydridirap® (i) = 2 [4mr2u(r)drg® (r)

De donde

E —
NkT

+ 2;?}” jlﬂ- dnru(r)d®rg® (r,p, T)

) |uJ

que da el termino de equiparticion + la energia de interaccion de
una particula con todas las demas y sumado sobre todas las
particulas



b) Calculo de la presion

P = _(z_;> _ ﬁ.’T( Elﬁggf_x; ) _ AT( rlﬂEEa )

Debemos hacer explicita Iadependencia en vt

Recordemos que

A3
7y = j __JF exp(—pU) dxidv:...dzy

0

I,r'l-i

0

entonces escribimos :

1/3 / 1/3 /

28



De esta forma

el gl o |
Iy =T jﬂ. . .jﬂ exp(—fU)dx dv,...dzy

Los terminos que aparecen en U dependen de la distancia
relativa—

r1/3.. ! / 12 / 132 I , 212
f‘a;’ = FL'EI‘&; y dﬂndﬁ-} ‘I‘-'i.?' = I:(j('r- —_Tj.:] 4 (J.ir_ L j!j.:] 4 (:.'" __-J‘.) :|

De donde escribimos
- = 1 1 ) , / / /
£ 7y = {Mﬁ 1JD...J[}exp(—ﬁmdrldvl...a’:x} -
=T - 1 r 1 ALT / / !
{V‘“%Jﬂ. . 'Ja exp(—ﬁ[f)é_—%\dxldvl. ..ddﬁ.—}
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Observamos el termino < ‘“U

- - - - ~rrl/30
Z .-';;;' C‘.u Z CE.":;;' CF'_{;‘ _ Z c‘.?_u':;i- cl-1 ij
i<j cry oV i<j cry oV i< ::f'i':;;' cl

Cu‘ 1 r _ EE.I'_.;;' 1 1 ,13 _
|"h-:JiI f.rll -1 I"r- Iz-'il Zr"ﬁf Cl'l 3 FI E-F

Reemplazando
c TTIN— l l ) ] f f f
£ 7y = {w ] exp(-pU)d b .d_-ﬁ.f} .
AN s 1 . '::-""fJ B Fog N
{ITF% ﬂ---Jﬂe}ip(—ﬁb)(zE?{I)dﬁfﬁi---ft:f}
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Ahora retrotransformamos (?!)

clogZy 1

2= LS [ep(-pUN. . dzyy -

{ﬁ J . J exp(—pU) (Z %?r})dTl . d:_v}

J

H

clogZy N
&y T 6IET JJ ¢

clog Zy N NN=1 ([ cup
&y ¥ { 6T ) & de} ldj

Zy

logZy _ { 2 ! ()
_ = — U A\T)I
I::F I_.-" |5F_JETTJJ ( )

l-|..|

gt (r)dr}

\

i JJ exp(—BUN)dr2 .. dry
7(2J(?’ I‘?) = M
K 152 (N=2)1 Zn

\

. NIN-1) [ [ cun [ exp(-pU
X - { ) o I*1:d1'1df*zj---J S drs..dry

i ,ﬂ:"
L _-"I.'T:'I.'T—]_.]



de donde

-
s

P o P 03 (ol )
T =Pt L,J”” i (r)g(r)ds

Esto se llama la ecuacion de |a presion

Resulta claro entonces que como estamos calculando propiedades
dinamicas que dependen a lo sumo de operadores de 2 cuerpos

bastara con conocer la ¢'?.

Que Ocurre para las magnitudes no dinamicas sino
termodynamicas!
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Calculo del potencial quimico

K
Ulxyvi....) = Zgﬂﬁ cu(ry) + Zzﬁ_{jﬂ,u(r*ﬁ)

Si { = 1laparticula 1 interactua en un pie de igualdad con el resto del sistema
Si ¢ = 0laparticula 1 no interactua

Tomamos en cuenta ahora que 1 = %)m entonces

w=ANV.T)-AN-1.V.T)

Escribimos —f = logZy —logN! — 3Nlog 4 de donde
T : SN E

—logN —log A
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observar que se puede escribir

VZot v

Zy 1 J expl-pULg" )l exp[-pULg" g ") 1dg"

N T

J exp[-pUg"1)]dg"!

L[ < exp(-pU(g".¢™")) >x-1 dgy

Esto da lugar al [lamado “particle insertion method”

34



Ergodicidad?

Que pasa si huestro sistema esta atrapado en ciertos minimos de
energia?

Ver : Mountain & Physica A 210 (1994) 453

El Algoritmo de Swensen-Wang

Se ha encontrado que el ritmo de decorrelacion en sistemas de
spines es como:

= ¢-

donde ¢ es la distancia de correlacion y - es el "doeficiente
dinamico”

Para un Metropolis de 1 spin se encuentra que z ~ 2



Es se puede remediar usando el algoritmo de Swensen Wang PRL
58(1987)86

Sea el Hamiltoniano de referencia el de Ising

Sean dos spines tomados al azar y escribimos el Hamiltoniano del
sistema sin esos dos spines
Z Jiisis;

(i) uu

L y m no aparecen
en la suma

Sea ahora las funciones de particion cuando s; # s, y cuando son
forzados a seriguales

36



?'F'.!‘ ales
i'}i' Z E‘ip ﬁH [

Z.}?:i'frfai.?ﬂs — Z e}{p(—ﬁH}m ) (1

_ 55:’-.51:11)

J

Es decir quedan excluidos los terminos asociados a los dos spines

en consideracion.

De este modo si pensamos en el caso general (el par libre)

Zind Zexp( —BH;)

gms

distintos
Z .'T." N

37



Zexp( JBH é;? ales +Z{f?5 Iros

Que puede ser reescrito com/ /

—2 iguales 2 distintos
7 = PJ Z g pJ Z

Es decir multiplicamos por los terminos que faltan

_1gJ~iguales 8T 7distintos _
Z = e IB Z.'r.;.ilil + E? ﬁ ZI;I.'-H
_18T s'gs.fn."fs 18] iguales
e Z.-".:n e I:Z mo Z.Fm :I

7 = e—ZBJ[(l_eMSj)Ziguales 4 e4BjZ§nmdep

Im

De donde, Z se escribe como los spines (7,m) estan fijos iguales con
proba (1 — e*7)y "libres" con proba e**.




Si se repite el proceso para todos |os spines, se pasa de un
problema de links entre nodos 0 sea una percolacion.

El algoritmo que generaron la siguiente aproximacion:

) tomar todos los spines iguales y unirlos por un link
Il) conservar los links con proba (1 — e*/) y romperlos con

proba e*”.

i) reorientar los clusters resultantes al azar
IvV) reconstruir la red de spines.

Se ve que se satisfacen las condiciones de |la cadena de Markov

a) todo estado es accesible desde cualesquiera otro por la
proba de romper los bonds

b) se satisface microreversibilidad.

Conestoz = 0.35
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Configuracion de spines
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Dibujamos links entre
Vecinos inmediatos
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Orientamos clusters

Al azar
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Reconstruimos los spines
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