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Que es una red?

Una red esta compuesta por

<« nodos

v\uniones

Entonces, una red es un conjunto de n nodos unidos por

M uniones | "
M Sn(n- ) _
2 2




Comunidades

Estudiaremos esto en profundidad en el futuro pero definimos
(no estricto) que :

la comunidades de un grapho son los
subgraphos cuyos nodos estan mas "unidos” entre si que con
los nodos pertenecientes a otras comunidades”

La presencia de comunidades da lugar a la modularidad




Caminos y conectividad

Una de las caracteristicas interesantes de una red es la
accesibilidad de los nodos.

Sea un camino P;,;, definido por
Consideramos redes conexas.
G=(V,&)

n + 1 nodos
FP = {i{].ﬁ....iﬂ}

n links
Ep = [(fo.i1).(i1.02)...... (Zn-1.1n)]



El camino P;,;, conecta entonces iy con i, POr n Pasos y esa es
la longitud del camino.

El numero de caminos de longitud » entre dos nodos dados, i y
j es la potencia n — sima de |la matriz de adyacencias.

Ny = (X"),

Dos componentes G1 = (V,€):G2 = (V,,&,) de unared
estan desconectadas si es imposible construir un camino P;,;,
coni; = Gy Vi € Ga

Distancia entre dos nodos : longitud del camino minimo /;. que
los unen.




Entonces un grafo puede ser representado por su matriz de
adyacencias ||A||, donde

Aj = 1 siestan conectados

Ay = 0 en otro caso

A; = a; conectados pesados
Para no dirigidos A;; = Aji




Propiedades fundamentales de
los complex networks



Mundo pequeno

(el mundo es un panuelo)

Experimento de Milgram (1967):

Envié paguetes a personas elegidas al azar en el medio oeste

De USA vy les pidié que se los hiciesen llegar a personas en Bostor
Pero debian hacerlo a través de personas que conociesen por el
Nombre (debian llegar por amigos de amigos de amigos...).

Como resultado de este experimento es que en valor medio
Eran suficientes “6 amigos”,para alcanzar el éxito.

Esto fue el inicio de una enorme serie de trabajos en el tema.



Instructions:
Given a target individual (stockbroker in Boston), pass the message to a
person you correspond with who is “closest” to the target.

MA

Fls)
G
T

Outcome: >
20% of initiated chains reached target
average chain length = 6.5 < “Six degrees of separation”



Herramientas para estudiar el efecto de mundo pequeno

. . , . . Suma sobre todos
Distancia minima promedio en una red : Los pared de nodos

e
D d,

ln(n 1)‘ 1<]€G

I(G) =

dij es el camino minimo entre los nodos i y |

[n(n-1)]/2 es el numero pares de nodos para n nodos



Por ejemplo : g,

2)

Nodos de

interes etc.

&) B
i



= _l__zdif

%n(n - 1)

i=] -

Donde d;; es la distancia minima (en terminos del numero de pasos)
entre los nodos i y j. O sea la geodesica entre esos dos puntos.(ojo
se incluye la distancia a si mismo que es 0)

Esto esta bien definido si trabajamos con networks conexos, pero si
no hacemos un analisis preliminar de clusters podrian aparecer
Infinitos

Quizas entonces es mejor usar /

= | /-1
%n(n+ [) Zi /




Clusterizacion

C(G) :%Zci

Donde C.responde la siguiente pregunta

Que fracciéon de mis amigos son amigos entre si?

E,
C, =

" k(k-1/2

Si todos mis amigos son amigos entre si
entonces C=1

E.es el numero de

uniones entre los
k. vecinos de |

Numero de pares
de

nodos con ki el
numero de nodos
vecinos de i



Por ejemplo, para calcular C,

Nodo de
Interes

Numero de nodos vecinos al de interés :
Numero maximo de uniones de 4 nodos \6 ——
Uniones presentes ;2

— C=2/6



Random graph

Un random graph es un grfo que se construye del siguiente modo
(modelo de Renyi)

NDados N nodos rotulados. existen N. = NIN — 1)Y/2 nosibles

uniones. T

. > .
Si el random graph tiene n nodos , estos se eligen al azar de
los N;.

Otra posible definicion es la del grafo binomial

Empezamos con N nodos y luego tomamos los pares y los
unimos con probabilidad p

(atencion con la conectividad)

omamos el random graph como referencia
lo comparamos con los reales
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Aqui se ve facil

Regular Small-world Erd6s-Rényi

increasing connection probability
redistribution from short-range to long-range



TABLE 1. The general characteristics of several real networks. For each network we have indicated the number of nodes, the
average degree (k). the average path length #, and the clustering coefficient C. For a comparison we have included the average
path length r"_,um,- and clustering coefficient L upg Of a random graph of the same size and average degree. The numbers in the last
column are keved to the symbols in Figs. & and 9.

Metwork Size (kS F 7 i [ B Reference Mr.
WWW, site level, undir. 133 127 33.21 3.1 3.35 01078 000023 Adamic, 1999 1
Internet. domain level  3015-6209 3.52-4.11 3.7-376 6.36-6.18 0.18-03  0.001 Yook er all, 2001a, 2
Pastor-Satorras ef al., 2001

Movie actors 225226 bl 365 2.99 079 0.00027 Watls and Strogatz, 1998 L]
LANL co-authorship 324909 9.7 3.9 4.79 043 1.8x% 10~* Newman, 2001a, 2001b, 2001c 4
MEDLINE co-authorship 1520251 18.1 4.5 4.9] 0.066 1.1x107° Newman, 200la, 2001b, 200lc 5
SPIRES co-authorship 56627 173 4.0 212 0.726 0.003 Newman, 2001a, 2001b, 2001c 6
NUOSTRL co-authorship 11994 159 0.7 7.34 (.44 3% 107 Newman, 2001a, 2001b, 2000 7
Math. co-authorship 09l 39 9.5 5.2 059  S4x1073 Barabasi et al., 2001 ]
Mewrosci. co-authorship 209293 1.5 B 5.01 076 5.5x 1078 Barabasi er al., 2001 9
E. coli, substrate graph 282 7.35 29 A0 0.32 00246 Wagner and Fell, 2000 10
E. coli, reaction graph 315 283 2.02 1.98 0.59 .09 Wagner and Fell, 2060 11
Ythan estuary food web 134 8.7 243 2.26 (22 (.06 Montoya and Sole, 2000 12
Silwood Park food web 154 475 3.40 in 15 0.03% h{nnlu:\':l and Sole, 2000 i3
Words, co-occurrence 460.902 70,13 2.67 3.03 0.437  0.0001 Ferrer i Cancho and Sole, 2001 14
Words, synonyms 22311 13.48 4.5 k.2 0.7 0.0006 Yook er al., 2001b 15
Power grid 4941 267 18.7 12.4 0.08 0,005 Watts and Strogatz, 1998 16

. Elegans 282 14 2.65 225 028 0.05 Watts and Strogatz, 1998 17

Observamos que

a) los caminos minimos medios de los networks reales son
del orden de los random

b) la clusterizacion de los reales es mucho mayor que las de
los random.




TABLE 1. The general characteristics of several real networks. For each network we have ind
average degree (k). the average path length #, and the clustering coefficient C. For a compans
path length #, . and clustering coefficient C,_, 4 of a random graph of the same size and averag

column are keved to the symbols in Figs. 8 and 9.

Metwork Size {k} & ¥ cani C & it
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Ejemplo

Respecto de los actores:
http://oracleofbacon.org/

Bacon number : distancia minima de un actor a Kevin Bacon

actuaron en la misma pelicula
Actorx () () Actory

jorge porcel tiene un Bacon number de 2.
Jorge Porcel actué en Carlito's Way (1993) con Sean Penn (I)
Sean Penn (I) actué en Mystic River (2003) con Kevin Bacon


http://www.imdb.com/Name?jorge+porcel
http://www.imdb.com/Name?Porcel,+Jorge
http://www.imdb.com/Title?Carlito's+Way+(1993)
http://www.imdb.com/Title?Carlito's+Way+(1993)
http://www.imdb.com/Title?Carlito's+Way+(1993)
http://www.imdb.com/Title?Carlito's+Way+(1993)
http://www.imdb.com/Name?Penn,+Sean+(I)
http://www.imdb.com/Name?Penn,+Sean+(I)
http://www.imdb.com/Name?Penn,+Sean+(I)
http://www.imdb.com/Name?Penn,+Sean+(I)
http://www.imdb.com/Name?Penn,+Sean+(I)
http://www.imdb.com/Name?Penn,+Sean+(I)
http://www.imdb.com/Title?Mystic+River+(2003)
http://www.imdb.com/Title?Mystic+River+(2003)
http://www.imdb.com/Title?Mystic+River+(2003)
http://www.imdb.com/Title?Mystic+River+(2003)
http://www.imdb.com/Name?Bacon,+Kevin
http://www.imdb.com/Name?Bacon,+Kevin

ario grandinetti tiene un Bacon number de 3.

ario Grandinetti actué en Amore ritorna, L' (2004) con Fabrizio Bentivog
brizio Bentivoglio actudé en Apartment Zero (1988) con Colin Firth

olin Firth actu6é en Where the Truth Lies (2005) con Kevin Bacon

sana gimenez tiene Bacon number de 3.

sana Gimenez actud en A los cirujanos se les va la mano (1980) con
ia Andreoli

ia Andreoli actu6 en Apartment Zero (1988) con Colin Firth

in Firth actué en Where the Truth Lies (2005) con Kevin Bacon

jorge lanata tiene Bacon number de 3.

Jorge Lanata actud en Lado oscuro del corazon, El (1992) con
Sandra Ballesteros

Sandra Ballesteros actué en Sekuestro, El (1997) con Jose Ramon
Rosario

Jose Ramon Rosario actudé en Mystic River (2003) con Kevin Bacon


http://www.imdb.com/Name?jorge+lanata
http://www.imdb.com/Name?jorge+lanata
http://www.imdb.com/Name?Lanata,+Jorge
http://www.imdb.com/Name?Lanata,+Jorge
http://www.imdb.com/Title?Lado+oscuro+del+corazon,+El+(1992)
http://www.imdb.com/Title?Lado+oscuro+del+corazon,+El+(1992)
http://www.imdb.com/Title?Lado+oscuro+del+corazon,+El+(1992)
http://www.imdb.com/Name?Ballesteros,+Sandra
http://www.imdb.com/Name?Ballesteros,+Sandra
http://www.imdb.com/Title?Sekuestro,+El+(1997)
http://www.imdb.com/Title?Sekuestro,+El+(1997)
http://www.imdb.com/Name?Rosario,+Jose+Ramon
http://www.imdb.com/Name?Rosario,+Jose+Ramon
http://www.imdb.com/Name?Rosario,+Jose+Ramon
http://www.imdb.com/Name?Rosario,+Jose+Ramon
http://www.imdb.com/Name?Rosario,+Jose+Ramon
http://www.imdb.com/Name?Rosario,+Jose+Ramon
http://www.imdb.com/Name?Rosario,+Jose+Ramon
http://www.imdb.com/Name?Rosario,+Jose+Ramon
http://www.imdb.com/Title?Mystic+River+(2003)
http://www.imdb.com/Title?Mystic+River+(2003)
http://www.imdb.com/Title?Mystic+River+(2003)
http://www.imdb.com/Title?Mystic+River+(2003)
http://www.imdb.com/Name?Bacon,+Kevin
http://www.imdb.com/Name?Bacon,+Kevin
http://www.imdb.com/Name?susana+gimenez
http://www.imdb.com/Name?susana+gimenez
http://www.imdb.com/Name?susana+gimenez
http://www.imdb.com/Name?Gimenez,+Susana
http://www.imdb.com/Name?Gimenez,+Susana
http://www.imdb.com/Title?A+los+cirujanos+se+les+va+la+mano+(1980)
http://www.imdb.com/Name?Andreoli,+Elvia
http://www.imdb.com/Name?Andreoli,+Elvia
http://www.imdb.com/Name?Andreoli,+Elvia
http://www.imdb.com/Name?Andreoli,+Elvia
http://www.imdb.com/Name?Andreoli,+Elvia
http://www.imdb.com/Name?Andreoli,+Elvia
http://www.imdb.com/Title?Apartment+Zero+(1988)
http://www.imdb.com/Title?Apartment+Zero+(1988)
http://www.imdb.com/Title?Apartment+Zero+(1988)
http://www.imdb.com/Title?Apartment+Zero+(1988)

e) Estructura de Comunidades

definicion intuitiva de comunidad - un subconjunto de nodos
(subgrafo) tal que los nodos en el subgrafo estan mas unidos entre
si que con el resto




Comunidad

Definicion de Comunidad (intuitiva)
Dado un conjunto de nodos y links que constituyen un grafo conexo

Descomponerlo en comunidades es encontrar aquellos subconjuntos
de nodos mas unidos entre si que con respecto al resto del grafo)

experimental

Divisiones erroneas



Comunidad

Resolver un problema de comunas es :
dar definicién de comuna
dar algoritmo para resolverlo

/ experimental
L

I

Divisiones erroneas



Respecto de las comunidades
El analisis de Newman

Sea

| si los vertices v y @ estan conectados

0 en otro caso




links

La fraccion de lados que pertenecen a las mismas comunidades es

ZL-(QA ymlﬁ(c Va {1{9 ) _ 1 Z A | [.il. ({_‘ C. )
S.oA. _2}"?’1 v O lCy, Cy
Vi

Por otro lado

kl-‘ =Z Avm kv - Zm Avm

son los links que salen de el hodo v (tomar en cuenta que A,, = 0)




Define ahora O como

koK
Q_WZI:AW_ 2m ]a(h Co)

1

v e kg
0 _Z I: 2m 2m «2m ]0(::1 Ca)

o tambien

sea
- Al'w
k., Z

— @
2m 2ol ve

Esto deberia ser la probabilidad de que un link al azar salga del
hodo v entonces la proba de que un nodo salga de v y llegue a w es

kl.' . kl’.d

Py = m - m




Escribe ahora é(c,.co) =Y 6(cv,i)6(ce.i)

I

_ k ke o
Q= B Z I:An»'m_ I ] Z ﬂ(ﬁ'p,l)(\)({,m,!)

Ve i

operando con esto es

- ey . kg: km o o *
0 =Z {ﬁ Z Apo(cy,1)o(Cp,t) —Z 3r I O(Ch,-,z)a({?m,:)}




Q = ﬂ)fﬂ Z Alub({n f)'ij(feu 3) _Z ,)”1 0(121 3) Z IO(LM I)

- Wy * k 1 g # k ! N *
Q =Z ﬁ Z Ayw(\)({:p,f)(j(l:.w,f) _Z ma(ﬂ.i's‘,) Z ﬁ()(clw’r)
i Ve 4 @

+0(c,,1) , se suman los numeros de links que

.:1’.' I) —

2. %

salen de cada nodo que pertenecen a la comunidad i

2m



0=y ﬁ > Avd(cni)d(coni) = | Y S8 (cv. i)

L

| kvke
2m 2m

S(cy.c,) representa la probabilidad de que si

El termino )
Vi
yo "coloco" un link al azar preservando el grado de cada nodo este
caiga entre nodos de la comunidad. Es como elegir un link
"saliente" con proba 4= y uno "entrante" con proba ﬁj’

2m




Entonces

correlaciones reales en el sistema

la muy conocida p@ vs pp

S| no hay correlaciones i.e. no hay estructura de comunas — Q=0




Test sobre Q



Regular Small-world
p=0 » p=1
Increasing randomnaess

FIG. 15. The random rewiring procedure of the Watts-Strogatz
model, which interpolates between a regular ring lattice and a
random network without altering the number of nodes or
edges. We start with N=20 nodes, each connected to its four
nearest neighbors. For p=0 the original ring is unchanged: as
p increases the network becomes increasingly disordered until

for p=1 all edges are rewired randomly. After Watts and Stro-
gatz, 1998.
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Estudiemos el Q de newman para el siguiente caso

Sea un WS con
N nodos
kN links =de cada nodo salen 2N links
luego el grado de cada nodo es 2k

ke

Calculamos Q para el grato completo 0 —Z [ - m]o(ﬂ Ca)
[, es el numero de links internos
L es el numero total de links

El primer termino de QO resulta ser =% = - =1

Todos los links son interno:



El segundo termino de Q es el grado total dividido por dos veces el
numero de links = 24X = |

AT

O=1-1=0

Ahora lo partimos en 2 (supongo N par), para cada subgrafo

=2 2kN/2 ) 2
Qi = kN N { 2kN

multiplicando por 2

Con N muy grande

Luego Q crece mal

0jo con los links cortados




Entonces si lo parto en n subgrafos

_ l
Q=1-35-

i
::|—
|
é =
=%,

e

En negro N = 100, enrojo N = 1000, en verde N = 10000



Lo cual invalida los metodos que maximizan QO

Sin embargo al cortar los links los estoy aun contando, asi que
pensamos que esos links no existen mas

) S -2k QKN/2 — 2k 2
Qi kN N { 2kN }

3
F

Il
I~J|'— —

2 1142 1rr1r 2 1.1 1 _ 1 1
N[z N] > N 4N M TF N

Entonces O da




Betweenness

b= Uy Y Oly—lim)

paths {emepath,,

Se propone entonces

In a recent work, Newman and Girvan [3] have proposed to study the structure of
the network by analyzing the effect of the removal of hnks with highest betweenness.
The betweenness b of a given link fj; 1s

b= a) Y 5l — lm) (2)
parths g tpexth

with Epum the sum over all the path joiming the n, nodes. a,, 15 the degeneracy of the
path between nodes n and o, and E,-hq,wﬁ 15 the sum over all the hnks [, that form
the path under consideration. In this way the link with highest betweenness 1s the one
that appears most often when we study all the components of all the mmmum paths
between all the pairs of nodes.

According to this prescription:

(1) One calculates the betweenness of all the hnks 1n the network. (11) The one with
the highest betweenness 15 removed.

The process 15 continued until a disjomt cluster 15 obtained. Afterwards, it
apphed to each of the resultmg subgraphs.



El método de NG consiste en buscar la unién con maximo B y
Removerla de la red

Y asi sucesivamente



Cual es la idea de esto?

Link de alta betweenness

Gran candidato a cortar!




Cual es la idea de esto?

Isminuye

Qd



Simulated annealing

i = min( 1, exp(—f(L£; — E;)) .

\

q; = min(1, exp(—f'(0O;

— Q)

Available online at www.sciencedirect.com
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Detection of community structures in networks
via global optimization ™

A. Medus, G. Acufa, C.O. Dorso™
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Fig. 1. Development of commimmty strectens m ems of the ER and 5A analvas Full amows denole
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petwork C Thes = the man dawback of the ER approach.
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Alternative approach to community detection in networks

A. D. Medus™ and C. O. Dorso'
Departamento de Fisica, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires, Pabellon 1, Ciudad Universitaria,

Ciudad Autonoma de Buenos Aires 1428, Argentina
(Received 28 July 2008; revised manuscript received 21 May 2009; published 23 June 2009)

(i) Community in strong sense. C 1S a community in the
strong sense if

e Yier (1)

(i) Community in weak sense. C 18 a community in weak
sense if

E kﬁﬂ ~ E k:_:ut. {2]

el el

[9] F. Radicchi, C. Castellano, F. Cecconi, V. Loreto, and D. Pa-
risi, Proc. Natl. Acad. Sci. U.S.A. 101, 2658 (2004).



Given a graph G and a m-subgraphs partition {C}, -,
where each subgraph C;C G constitutes a community ac-
cording to any of the local definitions mentioned in the pre-
vious section, we want to define a quantity that measures the
“quality™ of each of the resulting communities.

“community strength™ (S)

k::n_kquf
S(C) =22 ———
! iec;, 2L(C)

merit factor Qy

Ow=2, S(C
=1

)-S S

k;n - k;;lmf
j=1 EEC}- ZL{CJ}

with the constraint that each subgraph C;C{C;},=j=, must
satisfy the weak community definition, i.e.,

S(C) >0 VC;,C{Cih=j=m-

(6)




In the same spirit we now define a merit factor Qg accord-
ing to the strong community definition:

k-:?ur
Q E S(C)) = 2 E (7)
T j=1 ieC; "L(C}
with the constraint
(K"-k")>0 YieC;. (8)

Definition. The optimal m-subgraphs par.titinn {Cj},ﬂj.%m
of a graph G in the strong (weak) sense 1s that one with
maximal merit factor Q(Qy).
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PH(SICAL REVIEW E 79, 066111 (2009)

FIG. 4. (Color online) Bottle-
nose dolphin network. This net-
work has a size of 62 nodes and it
is known from direct observation
that it has two communities. In
this figure squares and circles de-
note the communities detected by
our strong community approach
and the colors (shades of gray or
colors online) show the results of
the weak community approach.
Notice that the optimization ac-
cording to Qw merely subdivides
the communities obtained through
Qg optimization [17].



Red anillo

Definicion débil:

Dos comunas de 10 nodos cada una.

Qw (2 comunas) = 1.2

Modularidad Q de Newman:

Tres comunas: dos de 7y una de 6
nodos.

Q = 0.365

Definicion fuerte:

No hay particion.

20 nodos, k=6



Random Graph
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FIG. 5. Illustration of the graph evolution process for the
Erdos-Reényi model. We start with N=10 isolated nodes (up-
per panel), then connect every pair of nodes with probability
p. The lower panel of the figure shows two different stages in
the graph’s development, corresponding to p=0.1 and p
=(.15. We can notice the emergence of trees (a tree of order 3,
drawn with long-dashed lines) and cycles (a cycle of order 3,
drawn with short-dashed lines) in the graph, and a connected
cluster that unites half of the nodes at p=0.15=1.5/N.



R. Albert and A.-L. Barabasi: Statistical mechanics of complex networks

Random Graphs

Erdés & Renyi

Tomemos un humero de n vertices y conectemos cada par con una
probabilidad p , esto define el ensemble G,,, en el cual el grafo con

m lados aparece con una probabilidad

G,, p"(1- p)" T

donde M = %n(n— 1)

Tambien definieron el modelo G,,, que es el enesemble con n
vertices y exactamente m lados todos ellos con la misma

probabilidad (o sea que este es del tipo microcanonico y el anterior
del tipo canonico)




Distribucion de grado

—————————— e Pl{k,:k}:nfir_lpk{l—p}‘ﬁ*r_l_k.

la proba que un dado nodo tenga k Iinkls

la expectacién del numero de
modos con grado k es

|» E(X,)=NP(k,=k)=\,.
hkzNCir_]pk{'] —;J}N_'_k.

010 -

0.00

1 1
0 10 20 30

Que tiende a

N
N szr}zc*_}‘kﬁ.

FIG. 7. The degree distribution that results from the numerical
simulation of a random graph. We generated a single random
graph with N=10000 nodes and connection probability p
=0.0015, and calculated the number of nodes with degree
k.X; . The plot compares X, /N with the expectation value of
the Poisson distribution (13), E(X,)/IN=P(k,=k), and we

can see that the deviation 1s small.




En este caso a medida que vamos incrementando p a partir de un
valor bajo empiezan a aparecer "estructuras” conexas.

El resultado fundamental es que (no resulta insperado)

-[.ﬂ L 1 | | || ] I | | | | L] I | | L} | ] 1] I | | L] ] | ] I 1 L L] | |
[ —1
s B \ s
[ \
= A \\ =
g 3 \ Z
be i \ —-0os &
E' 4 \ =
8 - \ o
. \ E
\ 4
\
P S W Y AR | 5
0 1 2 3 - \ 5
mesn dagres = \\
FIG. 10 The meah component size (solid line) )\ excluding the
giant component if there is one, and the gialt component
size |(dotted line), for the Poisson random graph, Eqs. (20)
and (21).




Es decir que existe una probabilidad critica a partir de la cual una
fraccion macroscopica de nodos se agrupan en lo que se llama "el
componente gigante”

Sea u la fraccion de nodos que no pertenecen al componente
gigante.

la probabilidad de que un nodo no pertenezca a la componente
gigante es igual a al proba que ninguno de sus vecinos |
pertenezca a dicha componente

Si el nodo tiene grado & esta probabilidad es u*

/

Entonces /
u = ZFA-M" = e Z(EM)"'% = ¢ e™ =exp(z(u—1))
k=0 k=0

5 k
pues } - =¢"



E.ntonces la fraccion S de nodos que pertenecen a la componente
glgante es

S=(—-u)=(l-e)

Se demuestra que

Entonces estamos en algo que se parece a una transicion de fase
donde S juega el rol de un parametro de orden y (s) de las

fluctuaciones.
Aparecen entonces exponentes criticos
S~ (z-1)F

(s) ~lz =117




con gy y=1

La transicion ocurre en z = | y ademas esto es fijar p pues
©T p(” B l) \\
Si se estudia la distribucion de fragmentos en z = 1 se encuentra

que estan distribuidos con ¢ = 3/2 cuando uno elige nodos del modo
que hicimos en percolacion.

El random graph describe solo el camino minimo medio de los
grafos reales.




Camino minimo

Network

Size (k) £ Loy

WWW, site level, undir.
Internet, domain level

153127 35.21 3.1 3.35
3015-6209 3.52-4.11 3.7-3.76 6.36-6.18

Movie actors 225226 61 3.65 2.99
LANL co-authorship 52909 9.7 59 4.79
MEDLINE co-authorship 1520251 18.1 4.6 4.91
SPIRES co-authorship 56 627 173 4.0 2.12
NCSTRL co-authorship 11994 3.59 9.7 7.34
Math. co-authorship 70975 39 0.5 8.2
Neurosci. co-authorship 209293 11.5 6 5.01
E. coli, substrate graph 282 135 29 3.04
E. coli, reaction graph 315 283 2.62 1.98
Ythan estuary food web 134 8.7 2.43 2.26
Silwood Park food web 154 4.75 3.40 3.23
Words, co-occurrence 460.902 70.13 2.67 3.03
Words, synonyms 22311 13.48 4.5 3.84
Power grid 4941 2.67 18.7 12.4
C. Elegans 282 14 2.65 225
In(N) In(N)

d

N In(pN) N In((k))

15 T T T 1 T
L 2

10 + ;
% X K -
g * 7
- L'JE-"_,‘;'

5 - = ¥ :

) ;a'ET ®
10° 10° 10° 10° 10°
N

FIG. 8. Comparison between the average path lengths of real
networks and the prediction (17) of random-graph theory
(dashed line). For each symbol we indicate the corresponding
number in Table I or Table II: small O, 1.12; large O, 1.13; *,
1.17; small O3, 1.10; medium O, [.11; large O, I1.13; small @, 11.6;
medium @, 1.2; X, [.16; small A, 1.7; small B, [.15; large A, 1.4
small <, 1.5; large <J, 1.6; large @, 11.6; small 4. .1; small >,
L7: WV, L3: medium &, IL1; large B 1.14; large >, L.5; large 4,
I1.3.

y, In( N)
“ rand lIlf(k}}

Chung, F., and L. Lu, 2001, Adv. Appl. Math. 26, 257.



Coeficiente de clusterizacion

Si considero un nodo al azar en un random graph y sus vecinos inmediatos,

la probabilidad de que 2 vecinos estén conectados es la misma que para un
de nodos srbitrarios

. (k)
= n= =
rand — [ N 10° — : I
e Ao =l . |
. \ m -
RN («:’E X =
102 b m
8 e
‘-'IEI" Hh\“ :i
O 5 |
10" | M ]
. ?
Los datos experimentales de las tablag)™ e I N s
10 10 10



Como se calculan estas cosas?

Calculo de grados y distribuciones de grado

Calculo de clusterizacion

Calculo de camino minimo medio



Calculo de grados vy distribucic

la densidad de grados
la cumulativa de grados
la correlacion de grados

Son todas triviales

son power

o : T
10 F o (aj ifo LM {I:l
AN e,
] b =1
10° o'f{.1 k-8
s
> {-Un ’-|':_LLI
10 &« L 1k L
10° ¢ N %
E-“]'E I Y | el end
= —
10 g o A
“ £
-”]'? {:'-:'}I:_ [l:} w:’b'h {d]
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. R
-IEI 3 . _)_«l,::“u

10 G R | - .-.-..12. R il e e

100 10" 1w0® 1w’ 1w 1t 1
k

FIG. 3. The degree distribution of several real net
Internet at the router level. Data courtesy of Rame
dan; (b) movie actor collaboration network. After
and Albert 1999. Note that if TV series are include
which ageregate a large number of actors, an expon
off emerges for large k (Amaral ef al., 2000): (c) co-a
network of high-energy physicists. After Newma
2001b); (d) co-authorship network of neuroscienti
Barabasi ef al. (2001).



Calculo de clusterizacion

C = (numero de pares de vecinosde i que estan conectados)

1

(numero de pares de vecinosde i)



Calculo de camino minimo medio

breadth first




pero tambien tenemos un monton
> de informacion extra

0



Grafos de mundo pequeno

Los grafos de Watts - Strogatz



Empezamos con uno unidemensional

1) empezamos con orden

Para el caso con orden tendremos

Cada verlice tiene 2k vecinos
El numero de links entre estos vecinos es 3k(k — 1)/2
El numero total de links es 2k(2k — 1)/2

3k—1)

C= 22k — 1)

Donde K es el numero de vecinos




Nos fijamos _ K=3
En un dado

nodo ]
Links totales = 15 =2k(2k 1)

Para el

subgrafo

\/

Links subgrafo = 9 =3k(k' 1)




Clustering coefficient triangulos

Entonces

_3(k—1)
C_;ﬂ%—w

)(1——P)J

Que es la proba de que los 3 links sobrevivan (rewiring)
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FIG. 16. Characteristic path length #(p) and clustering coef-
ficient C(p) for the Watts-Strogatz model. The data are nor-
malized by the values #(0) and C(0) for a regular lattice. A
logarithmic horizontal scale resolves the rapid drop in £(p),
corresponding to the onset of the small-world phenomenon.
During this drop C(p) remains almost constant, indicating
that the transition to a small world is almost undetectable at
the local level. After Watts and Strogatz, 1998,



Ha sido conjeturado que el camino minimo medio satisface la
siguiente relacion de escala (recuerdos?):

[42] Barthélemy, M. and 1.*"1111&1":11. L. A. N., Small-world net-
works: Evidence for a crossover picture, Phys. Rev. Lett.
82, 3180-3183 (1999).

con

X para x > 1

(x) ~
s log(x) para x < 1

y ademas & diverge cuando p — 0



Esto se comprobo "experimentalmente"

Tambien conjeturaron que £ ~ p~™ con t = 2/3 pero se encontro que
r = |
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