Sistemas cuanticos de varias particulas

Vimos espacios de Hilbert que son un producto tensorial, por ejemplo:

- Particula en espacio 3-dimensional: é”xyz = ébx 634 éay & é”z
- Un particula con espin: & = &, ® &,

Para sistemas de varias particulas también tenemos:

£ =61)® E62)® E3) ..



Sistemas de varias particulas

Ejemplo: dos particulas (por ahora pueden ser distinguibles)

-Espaciode Hibert: & = &, ® &, ——» |¢(1))> ® | x(2)>

\ |”i“)>:

- Bases: .

{ | vi(2) ) §

Estado
producto

’

I(P(l) ) = Zai | ul(l) >

I x(2) > = Zbl| v,(2) )
!

{

\

- Base del espacio producto: | | u;(1)> ® | v(2) >}

e M) > @ | x2))> =) ab, |ull)> ® |v(2) ) f?@ad';sﬁgﬁm
if

- Estado general:

(no necesariamente producto)

v = Z{Ci,zlui(l)>® | 0:2) >

- Operadores:  [4(1)® B2)][|o(1)> ® | x(2)>] = [4(1)] (1)} 1@ [B(2)[ x(2)>]



Particulas idénticas o indistinguibles

Supongamos dos particulas idénticas, p. ej. 2 electrones.

Ahora los dos espacios de Hilberten 6 = &, ® &, soniguales.

Hay un problema:  |©(1)) ® |[x(2)) = |¢(2)) ® [x(1))

——» dos kets distintos representan el mismo estado: degeneracion de intercambio

Por mas que haga una medicion completa sobre cada particula, no puedo
determinar univocamente el estado completo (de 2 part.) después de la medicion.

POSTULADO DE SIMETRIZACION

Cuando un sistema incluye varias particulas idénticas, so6lo ciertos kets
de su espacio de estados pueden describir estados fisicos.

Simétricos: Bosones  Espin entero
Los kets fisicos son completamente: <:

Antisimétricos: Fermiones  Espin semientero

Frente al intercambio de particulas.



Operador de permutacidn de 2 particulas: Transposicion

— Implementacion del postulado de simetrizacion ---

Partimos de una base de estados producto: | | I :u;;2 1w, ) |

Definimos el operador de permutacion de 2 particulas o Transposicion
por su accion sobre los estados de la base:

Pyl Vw2 w,>=|2c0u: 0 tu; ) =| 1 Tu 2 tu D
Propiedades (demostrar):  (P,,)* = 1 Pli = Py, Hemiico
Py, Py, = P, Py, =1 unwic — » Autovalores: +1y -1

P21|‘1’s>= |'f(’s>
P21|'1’A>= _|')I/A>

Auto-estados:

l

S ==(1 +P,,)

MI

Proyectan sobre los subespacios de kets
1 simétricos y antisimetricos
A= 5 (l — P 21)



Permutacion de particulas: ejemplo N=3

Con 3 particulas tenemos:  { | 1 :u; 2 : u;; 3t uy ) |
Y 6 operadores de permutacion: P53, P35, Pasy, Pisas Pyysy Pyay

Porejemplo: Py, | 1w 2iuy 3t > =2 w3 tus 1 iu )
=011t 2 tus 3 i)

Se puede ver: Forman un grupo no conmutativo.
Transposiciones — s6lo intercambian un par de particulas:

i

PIZS'* P3IZ‘* PZSI* Pl.‘il* Pll.’i* P.}"I

Se puede ver: toda permutacion se puede expresar como producto (no unico)
de transposiciones.

La paridad del nUmero de transposiciones esta bien definida: Paridad de la permutacion



Permutacion de N particulas

Supongamos N particulas. Sea: P, : permutacion arbitraria de las N particulas.
Hay N! permutaciones

Sii P |ys>=|¥s> — » |¥s)> escompletamente simétrico

Si: P |Yy>=¢|¥,y> ——» |y, > escompletamente antisimétrico

e, = + 1 if P, is an even permutation
g, = — 1 1f P 1s an odd permutation

¢ 4

Notar: para N>2 la union de los subespacios S y A no contiene todo el
Espacio de Hilbert. Como las permutaciones no conmutan, no es posible
encontrar una base de autoestados comunes de todas ellas.

1
S = ﬁf Z P, Simetrizador
Definicidon importante: | *
A= Y &,P, Antisimetrizador
B |

§* =385

42 4 ——» Son “proyectores” sobre los subespacios &5y & 4



Construccion de una base de estados de N particulas idénticas

(1) Tomar una base del espacio de 1 particula: | | u; » |

(2) — Numerar las particulas de 1 a N
— “Ubicarlas” en estados de particula Unica a gusto
— Formar un estado producto:

| Vw2t Nty >

(3) Aplicar S para bosones y A para fermiones

7

V' Nin'n,'.. bosones

(4) Normalizar el estado obtenido. Se multiplica por: <

\ VNI fermiones

Notar: los bosones pueden “repetir” los orbitales, con ocupaciones n , n, ... generales, pero
los fermiones no, solo tienen ocupaciones = 0, 1 en estados producto.



Ejemplo: N particulas independientes

Supongamos que las N particulas no interactian entre si.

El Hamiltoniano total es la suma de los individuales:
H(1,2,.... N)= h(1) + h(2) + ... + h(N)

La estrategia es resolver primero el problema de particula unica:
h(j) | @ > = e, | @i | @ &)
Los autovectores fisicos de H(1. 2, ..., N) para bosones son:

| > =Y P i, 20, .iN @, >

Emyiony =6 + 6, + .t €

'''''

o

Energia del GROUND STATE: E, , .., = Ne, bosones



Ejemplo: N particulas independientes

Supongamos FERMIONES

Los autoestados de H son los Determinantes de Slater:

1oy > |1ie,) o [TioyD

3 . . .
| P4 __1 20000 20020 [ 25080 . Principio de Exclusion

N T T - -
1,2 V’f’\’l : de Pauli

IN:@p, > [N:@y)> [N gy

Si ordenamos las energias en orden creciente:

el { ez"::. . {: e ‘:-: en ‘C: e""'l {: hay

n—1
La energia del estado fundamental ahora es:

EI.E N:el+62+-n+em

\ La energia individual mas alta

es la Energia de Fermi



Mecanica Estadistica Cuantica

La mecanica estadistica considera sistemas con un ndmero macroscopico

de particulas.

La pregunta es: como se deducen las pocas propiedades termodinamicas
a partir de los estados microscopicos?

Hay que contar cuantos estados microscopicos corrresponden a cada

“estado” macroscopico.

Clasico (particulas distinguibles): Estadistica de Maxwell-Boltzmann

Hay tres casos Bosones: Estadistica de Bose-Einstein X

Fermiones: Estadistica de Fermi-Dirac

Ejemplo interesante: Helio

Isétopo “He : bosén, condensacion de Bose-Einstein,
superfluidez

Is6topo 3He : fermién, mas parecido a un gas de electrones
pero sin la repulsion Coulombiana



Repaso: atomo de hidrogeno

Potencial del atomo de hidrégeno:  V(r) = —

+e

{proton)

1
E" —_ -“-;EEI
r, = n’a,

_ ket
I o2
ﬁz

E=0

™
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Ty

13.6 eV

0.52 A




Repaso: atomo de hidrogeno

Algunas funciones de onda del 4tomo de Hidrogeno:

1s level (pn=l,l=0,m=n e c-rfnn
\/ nad
! r —=rflag
2s level Pp=2.1=0m=0 =—F——| 1 — 52 ) €
v 8mag do
— 1 r —ri2ap o; e i
Pp=21=1,m=1 — — C sin e
8V mal @
1 r ~rfla
2p level Pn=2,4=1,m=0 = € o cos 0
4\/211:.{13 4o
1 roo_ _ .
(pll=2_,l=]_m=—1 = ‘{,— e r/2d0 Sin Be e
8/ nag




Repaso: atomo de hidrogeno

Dependencia angular de funciones de onda

FIGURE 5

Angular dependence, Y7'(f, ¢), of some
stationary wave functions of the hydrogen
atom, corresponding to well-defined values
of / and m. For each direction of polar
angles 0, ¢, the value of |YT(0, ¢)|? is
recorded; a surface of revolution about
the Oz axis is thus obtained. When / = 0,
this surface is a sphere centered at O; it
becomes more complicated for higher
values of /.




Atomo de varios electrones

NUumero atomico:; Z

Problema ya resuelto!

wnlm (Ta 93 ¢)XJ

Base de estados
de particula Unica

NGmeros cuanticos: v = {n, [, m, o)

zet | v )
| R T ) R, — R L

Interaccion electron-electron

Imposible de resolver ....



Ejercicios

1. Let &, be the Hamiltonian of a particle. Assume that the operator /s, acts
only on the orbital variables and has three equidistant levels of energies 0. hw,,.
2ho, (Where g is a real positive constant) which are non-degenerate in the orbital
state space &, (in the total state space, the degeneracy of each of these levels is equal
1o 25 + 1, where s 18 the spin of the particle). From the point of view of the orbital
variables, we are concerned only with the subspace of &, spanned by the three
corresponding eigenstates of k.

a. Consider a system of three independent electrons whose Hamiltonian can

be written:
H = ho(1) + ho(2) + ho(3)

Find the energy levels of H and their degrees of degeneracy.
b. Same question for a system of three identical bosons of spin 0.



Ejercicios

2. Dos electrones, antisimetrizacidn, singlete y triplete

Sean dos electrones confinados en un potencial, y supongamos que alcanza con trabajar
con dos orbitales |o>, |B>. Considerando tambiéen el grado de libertad de espin (ver la
seccion X-B de suma de dos espines %2, y en concreto Ecs. B-22 y B-23 ), escribir los
autoestados de H de los dos electrones y sus energias. El estado fundamental es triplete o
singlete? Expresar también los estados usando los estados de espin no acoplados
(|s1,s2>).

3. Leer los enunciados de los problemas 3, 7, 8.1 y 9.1 del capitulo XIV del Cohen,

que estan incluidos en el complemento D,
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