Guia 4 - Ejercicio 1

Zubieta, Ezequiel.

ondo yatrimestre 2020

Demostrar las siguientes identidades:
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1. Contexto

Queremos calcular la funciéon de Green en el caso de fermiones libres y no interac-
tuantes, por lo cual V=0 y H=T.

Como V=0, las representaciones de Heisenberg y de interaccién son la misma. La
funciéon de Green se escribe como:

iGog(rt,vt") = (do| T [va(rt) 1l (rt)1] [ do) (3)

Luego pasamos a la base de momentos utilizando:

I‘t I — Z \/_ zkroka Z \/_ zkr —zektc (4)

I/Jﬂ ’t Z \/_ —zk’r zektC«l’L’ﬁ (5)

Reemplazamos estas expresiones en la fun(non de Green. Ademads, nos aparecen deltas en
el espin y en el momento por lo cual nos queda:

Gaﬁ(rt 't aﬂ Z ik(r—r?) —zek(t t')
X[0(t = #){¢0] CraCla|d0) — (' = £)(d0|CaCila| #0)] (6)
Luego, considerando que ‘¢0> es una esfera de Fermi:
(90| CaCila| d0) = 8(k — kr) (7)
(60| CioChald0) = O(kr — k). (8)
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Entonces, pasando al limite continuo obtenemos

iGOg(rt, vt = é”‘% / ke [0t —1)0(k — kp) — 0t — 1)0(kp — k)] (9)
m

lo cual nos dice que, como H no depende de t, la funcion de Green en el espacio de
momentos es:

iGa(k,t —t') = Gage 0t — t)0(k — kp) — 0(t' — £)0(kp — k)] (10)

Ahora queremos pasar al dominio de frecuencias, por lo cual necesitamos calcular la
transformada de Fourier:

Gos(k,w) = /d(t — e TGOk, t — ). (11)

Para hacer este calculo, se reemplaza en G 3(k,t —t') las 6(t — t') y 6(t' — t) por las
expresiones que queremos demostrar.

2. Demostracion

Para demostrar la expresiéon, utilizaremos el Teorema de los residuos:

]{Cf(z)dz = 27m'ZRes(f, 2k) (12)
donde

Res(f,z0) = lim,—,, (2 — 20) f(2) (13)

para un polo simple.

2.1.

La funcién que queremos integrar es

—iwt

e
_ = 14
fow) = (14)
la cual tiene un tinico polo simple en w = —in, por lo cual podemos calcular el residuo:
) . . efiwt :
Res(f(—in)) = limuy——iy(w + Z’I])w g =e (15)

Con esta cuenta en mente, pasemos a la integral que queremos resolver:
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Para calcular la integral con ayuda del Teorema de los residuos, tenemos que cerrarla
con un semicirculo en el plano complejo.
Acé hay que notar que

6—iwt — e—iRe(w)teIm(w)t (17)

Por lo tanto, para que la expresion no diverja, separaremos en dos casos. Cuando t>0,
cerramos con un semicirculo en el semiplano inferior (Im(w)<0) y cuando t<0, cerramos
con un semicirculo en el plano superior (Im(w) >0), como se muestra en la Figura 1.
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Figura 1: Curvas utilizadas para utilizar el Teorema de Residuos cuando ¢ >0y ¢t <0

Notemos que la singularidad se encuentra en el semiplano negativo de Im(w). Por lo
tanto, para el caso Im(w) > 0, es decir, ¢t < 0, no tenemos ninguna singularidad por lo
cual la integral vale 0. En el caso en que t > 0, la integral resulta

—zwt 1 e—zwt e—zwt
lim —— = lim —— dw — dw
(el / Cd + “7 (e 2mi [f W+ ”7 \/semicirculoinferior W+ 277]
(18)

Al hacer que el radio del semicirculo tienda a infinito, la segunda integral se anula y
nos queda, utilizando el teorema de los residuos:

. I e ! , L.
limy o+ — 5 /_OO dww T = lim, o+ — %Qme m—1 (19)

En conclusién,

limy o+ — —/ e = 0(1). (20)
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Luego el otro caso es anélogo.



	Contexto
	Demostración
	


