Ejercicio 5.2

Modelo de Hubbard

Hamiltoniano de un sélido

Consideremos un solido modelado como un conjunto de iones y electrones condensados
en una estructura cristalina tridimensional. Como los iones son mucho més masivos que
los electrones, podemos pensar a éstos como una lattice estatica y periddica. Bajo esta
aproximacién, la dindmica de los electrones estd gobernada por el Hamiltoniano

H:é{f’z +v1<ri>}+2vc<ri—rj>, 1)

m .
1<J

donde N es la cantidad de electrones del sistema, V; el potencial periédico producido por
la lattice y Vi el potencial de interaccion (Coulomb) entre electrones.

Funciones de Wannier

Queremos escribir el Hamiltoniano (1) en el formalismo de segunda cuantizacién uti-
lizando una base conveniente de funciones. Para construir esta base vamos a utilizar los
autoestados del Hamiltoniano de una particula

h:p—2+VI(r). 2)

2m

Como el potencial V; es periddico, sus autoestados se pueden escribir como funciones de

Bloch

G (1) = "M e (1) (3)

tales que
hénx (r) = enx o (1), (4)
donde u tiene la misma periodicidad que V;, el subindice n denota la banda n-ésima y
k es el cuasimomento (el momento efectivo que “ve” la funcién u es p.ry = —ihV + hk)

restringido a la primera zona de Brillouin.

Una base complementaria de funciones de una particula estd dada por las funciones de
Wannier ®,, (r — R;), donde R; es cualquier vector de la red de Bravais (hay una funcién
por cada vector) y ®,, estd definida como

B, (r— Ry) % ; cRRiG (1) (5)

con L la cantidad de celdas primitivas en el cristal y la suma es sobre todos los k en
la zona de Brioullin que son consistentes con las condiciones de contorno periédicas del



cristal. Es decir, hay L valores diferentes de k. Como usualmente L es un ntimero grande,
se suele hacer el reemplazo

N N
P - / Pk — = [ &k (6)
k V BZ V BZ

donde BZ denota la zona de Brioullin y V' su volumen. Las funciones de Wannier tienen
la ventaja de ser una base ortogonal en los indices n e i. Esto es facil de ver. Llamemos
) al volumen de la celda unidad. Entonces,
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Q KK/ {2
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donde para demostrarlo usamos la ortonormalidad de las funciones ¢, k. Por tltimo,
notamos que las funciones de Bloch se pueden expresar en términos de las de Wannier
como

1 KRig (r_ R
Pnx (r) = ﬁ ; € D, ( R;) (8)

Hamiltoniano en segunda cuantizacién

Consideremos los operadores cilka de creacién electrones de spin ¢ en los estados de

Bloch ¢,k (r). Debido a la relacién entre funciones de Wannier y de Bloch dada por (5),
es claro que la transformada de Fourier de los CL,k,m definida como

1 .
T _ —ik-R; .t
Chio=—7= E e 1C) ko 9
n,i,0 \/E - nk,o ( )

corresponde a los operadores de creacion en la base de Wannier. Para ver esto, consider-
emos al operador de campo que crea un electron de spin ¢ en la posicion r en la base de
Bloch:

Wi(r) = dhi(r) ey, (10)
n,k
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Ahora utilizamos la transformacién inversa (8) en la definicién de ¥l (r):

F)ZZCbZ,k(r)
—Z[\/_Ze_’kmfb* r—R)] Coko

:ZCIDZ (r — [\/_Ze iR LkJ]
= Z d; (r—Ry) CL,Z‘,U-

n,t

(11)

Como el ultimo renglén corresponde al operador de campo en la base de Wannier, con-
cluimos que los cL’w son los operadores creacién en esa misma base. Con los operadores
de creacion y destruccién (sus adjuntos) ya definidos, procedemos a encontrar el Hamil-
toniano del sistema (1) en el formalismo de segunda cuantizacién. Para ello, debemos

realizar explicitamente la cuenta

H Z/ d3$ \IJT h\Ij Z / d $1/d3$2 \IJT I’l \IJT (1'2) VC (I’l — I'Q) \:[10-2 (I'Q) \Ijal (I’l)

0'1,0'2
(12)
en la base de Wannier. Para calcular la primera de las integrales tenemos que ver cémo
actua el hamiltoniano de una particula A sobre las funciones de Wannier:
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Por lo tanto, la primera integral es
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(14)
donde definimos los coeficientes
n 1 ik-(R;—R;
Kk
Por otro lado, la segunda integral simplemente la expresamos como
/ dgl'l / dgl’g \Iji,l (I’l) \I/(Tm (I'Q) VC (I’l — I'2> \IIO-Q (I'Q) ‘110'1 (I‘l)
Z Z i, k’fq Jr[n,l,al CTnj oo Cpk,o2 Cq,l,on
m,n,p,q i,j,k,l
donde los coeficientes son integrales que miden el overlap entre funciones:
ZZ’fq / dgl'l / dgﬂfz (I)* Rz) (I);kl (I'Q — R]) VC (I‘l — 1'2) (I)p (1‘2 — Rk) (I)q (I‘l — Rl) .
(17)

Finalmente, el Hamiltoniano de los electrones en segunda cuantizacion es

H ZZtZJ n,z,a nJU+ Z Z Z TZ,ZZP‘I Inzal CIL,],UQ pkUQ qu(fl . (18)

o nyi,j 01,02mn,pqz7]kl

Hamiltoniano de Hubbard

Las funciones de Wannier son el andlogo de los orbitales moleculares localizados en un
solido cristalino: estan altamente localizadas alrededor de R,; y rdpidamente decaen a cero
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a medida que nos alejamos de él. Entonces, una primera simplificacién que podemos hacer

al Hamiltoniano (18) es suponer que la interaccion Coulombiana dentro de una celda es

mucho mayor que la interaccion entre celdas. Es decir, los coeficientes U cumplen
e > oz (19

2,2,2,2

Ademas, estamos suponiendo que son comparables en magnitud a los ¢}, de modo que

no pueden ser despreciados en su totalidad. Entonces, escribimos

NEE E:E: [P ot T
H tzg n 1,0 n,] 4 +5 z,z,z,z Cm,z,al Cn,z,ag CPJ o2 Cq 1,01" (20)

o n,i,J al,agmn,pq 7

Z]’

Cuando la superficie de Fermi se encuentra dentro de una séla banda de conduccion, por
ejemplo, supongamos en n = 1, se puede argumentar que estd justificado “proyectar” el
Hamiltoniano multi-banda (18) en un modelo efectivo de una sola banda. Supongamos
que la interaccién entre bandas es débil y, a la vez, todas las bandas excepto la banda
de conducciéon n = 1 estan lejos de la superficie de Fermi. Si sélo estamos interesados
en energias cercanas a ese nivel, entonces podemos reemplazar (18) por un modelo con
parametros efectivos

ty — (21)

y
m7n’ b
Ul — Ui (22)

Juntando esta aproximacién con la anterior, llegamos a
HNE :E :td 1oC]U+ E :E :Um,wcwl z0261020101 (23)
01,02 )

Ya que estamos considerando un modelo efectivo, podemos realizar una simplificacion
extra que consiste en reemplazar los coeficientes U, ;;; por un sélo U con la esperanza de
seguir capturando algunas de las transiciones electronicas al menos de forma cualitativa.
Entonces, tenemos

H= 3t ont LIS D) DT e (24)
01,02 1

Podemos reescribir el segundo sumando introduciendo los operadores numero n;, =
CZU ¢io de la siguiente forma:

Z cj,gl C;'r,gz Ci oy Ciop = Z C;'fﬁ c;az Cioy Cit + Z C;f,i czm Ciom Cit
e 72 02

= C;[,T CZT,T Cit Cip + CI',T cj’ L Ci Cip

- C;'r,i CZT,T Cip Ci, + C;r,¢ Ch Ci| Ci|

+ C::r,i Ciy — CI,¢ Ci,l CZ 1 Gid

- C% Cit ch Ci, + CzT,¢ Ciy CZ,T Cit

=N;4 — niT + 1, — nii

+ Ny NGy A+ NG N
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Como estamos trabajando con fermiones, el operador ntimero sobre un autoestado sélo
puede devolver como autovalor el 0 o el 1. Por lo tanto, los términos n;3 —nZ, y i, —ng |
se anulan. Ademads, [n;+,n; ] = 0. Entonces,

Z C-Z'T,aj Cj,o’g Ci,UQ Ci,(fl = 2 ni:T nihl/' (26)

01,02

Luego,

H ~ Z Z ti,j C;U Cjo +U Z N4y - (27)
o 4] i

La tdltima aproximacion que vamos a hacer para llegar al Hamiltoniano de Hubbard es la
de tight banding. El primer sumando del Hamiltoniano representa los saltos que hacen los
electrones entre las distintas celdas unidad: desaparece un electrén en la celda j y aparece
uno en la celda ¢ con probabilidad (proporcional a) ¢;;. Vamos a asumir que lo més
probable es que los electrones salten entre celdas vecinas y, ademas, que la probabilidad
es igual para todos ellos. Entonces, reemplazamos los coeficientes ¢; ; — —t y sumamos
s6lo sobre los pares ordenados de primeros vecinos para llegar al Hamiltoniano final

Hhub = —tz Z CI’G Cjo + U Z Mg+ Ny, |- (28)
o (i) g

Caso U =0
Consideremos el caso de electrones no interactuantes. Es decir, fijamos U = 0. El

Hamiltoniano se reduce a
Hhub = —t Z Z C;U Cjo- (29)
o {i,j)

Para diagonalizarlo vamos a utilizar los operadores de creacién y destruccién en la base
de Bloch (9). Reemplazando en (29), obtenemos

]- —ik-R; ik’‘R;
Hip = =t3_ 3 |7 D e e o aen. (30
o kk (i,5)
Analicemos el término

1 - o
Z Z e—lk-Ri e’Lk ~Rj. (31)
(4.4

Consideremos los vectores primitivos {aj, as,az} que generan la lattice de iones. En-
tonces, para pasar de la celda unidad i a la celda unidad j (que estAin en corresponden-
cia uno a uno con los iones), sélo basta movernos una cantidad entera de veces en las
direcciones a;. Es decir,

R;—R;=1la;+may+nas Il,m,n € Z. (32)
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En particular, si estoy considerando sélo primeros vecinos, entonces [,m,n € {—1,0,1}.
Por ejemplo, si fijamos ¢ y sumamos j sélo sobre sus primeros vecinos, entonces, suponiendo
condiciones de contorno periodicas,

1/ . . 1/ . ) e/ . e 1/ . . 1/ . k!, 1/ . . 1/ . A
§ ezk R; — elk R; <€zk ay te ik al) +ezk R, (ezk ao te ik a2) + ezk R, (e’Lk as Te ik a3>
)

= 2¢e%Rifcos (K - a;) + cos (K - ay) + cos (K - ag)]
(33)
Volviendo a la suma que nos interesaba, tenemos

% Z et €ik/'Rj = % Z e kR Z eik/~Rj
(i,3)

i )

1 .
= 2cos (k" - a;) + cos (k' - az) + cos (k' - a3)] [Z;W(kk).mi
= 20k [cos (K"~ ay) + cos (k' - az) + cos (k' - a3)] .

(34)
Insertando este resultado en (30), llegamos al Hamiltoniano diagonalizado

Hyw, = —2tz Z [cos (k-a;) + cos (k- ay) + cos (k- az)] nio | (35)

donde ny , = ol Ck.» €s el operador numero.
gl k,O’ ’

Como el Hamiltoniano diagonalizado (35) es una combinacién lineal de operadores niimero
Nk, los autovalores y autovectores son sencillos de encontrar. Un autovector arbitrario
|¢)) queda especificado dando los niimeros de ocupacion (ng, = 0 o ng, = 1) para cada
uno de los estados (de Bloch) de una particula ¢k ,. A su vez, el autovalor asociado estd
dado por

E, = -2t Z [cos (k- a;) + cos (k- az) + cos (k - a3)] (36)

k,oc€y

donde las sumas ahora son sobre los indices en los que ng, = 1 en |¢). Supongamos que
tenemos un nimero fijo de electrones N.. En ese caso, los niimeros de ocupacién ng, de

un estado |¢) satisfacen
S5 )

El estado fundamental de este sistema se obtiene llenando los N, estados ¢x , de menor
energia. Cada estado con k fijo puede se ocupado por dos electrones: uno con o =7 y el
otro con o =|. Como la energia (36) tiene un minimo en k = 0 y crece monotdénicamente
a medida que |k| se mueve lejos del cero en la primera zona de Brioullin, los estados
que se van a ocupar son los primeros N,/2 estados méas cercanos a k = 0. Entonces, si
i = i (N,) es el potencial quimico y E (k) = u es la ecuacién que define la superficie
de Fermi (pues estamos en el caso no interactuante), consideremos el conjunto A tal que
0N = {k| E (k) = p}, que son los k’s encerrados por la superficie (los mas cercanos a
k = 0). En ese caso, el estado fundamental es

o) = H CLTCL,¢ 10) (38)

keA
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con energia

Eqy = —4752 [cos (k- a;) + cos (k- ay) + cos (k - a3)], (39)

keA

en donde se ha anadido un factor 2 proveniente de la suma sobre el espin.

Para una red cubica los vectores primitivos estan dados por,

A

a;=aX, ay=ay, az=az, (40)

y la energia del estado fundamental resulta ser,

Eq = —4t Z [cos (kza) + cos (kya) + cos (k,a)]|. (41)
keA
con,
2mn 2mn 2mn
k:x - —I7 = —y7 z — —Za 42
al3 Y aLs al3 42

pues estamos considerando condiciones de contorno periédicas en una red cibica con L
sitios.

En el limite continuo tomamos a — 0, preservando el volumen macroscépico del cristal
V = (aL3)?. Es decir, hacemos tender a cero el volumen de cada celda unidad (¢ —» 0),
al mismo tiempo que hacemos tender a infinito la cantidad de celdas del cristal (L — o0)
que consideramos. En términos coloquiales, es como si estuvieramos mirando muy cerca
el cristal con un zoom enorme de modo que podemos ver en detalle cada celda, y de
repente disminuimos el aumento de nuestra lente, nos alejamos del cristal, y entonces el
tamano de la celdas se hace muy pequeno, y el nimero de celdas que observamos es muy
grande de manera que ya no distinguimos unas de otras. Pero el tamano del cristal sigue
siendo el mismo. Estamos en el limite continuo.

Como en este limite las longitudes macroscépicas se conservan, también se conserva el
nimero de vectores de onda permitidos por unidad de volumen. Por lo tanto, al considerar
el limite continuo en un sistema de dimensién d reemplazaremos,

1 dk
ad—LZ — /AW (43)

De esta manera, para el caso bidimensional la energia por unidad de superficie del estado
fundamental resulta ser,

Eq t
f0=cap =~ 73 | dhadk, [oos (k) + cos (k)] 4y

y para el caso unidimensional, la energia por unidad de longitud es,

E 21 2t il
-0 _ = dkmCOS (kxa) = — — sin(kxa)‘kF = - _CL Sin(kFa)7 (45)
T

€0 = = _
alL T Ja Ta ke



con
21 N, s

“al 2 C‘al’
Esto es, para el caso unidimensional la energia del estado fundamental por cada sitio de
la red esta dada por,

(46)

F

E 4t . N,
TO = — —sin("7) | (47)

Si tomamos ¢t = 0.5, obtenemos el siguiente gréfico,

0.4 |

0.6

Término de interaccion en la base de Bloch

Escribamos ahora el término de interaccién del modelo de Hubbard
U Z nm nm, (48)

en la base de Bloch.

Tenemos,

1 , 1 o
T —lk'Ri T ik Rz _
Nie = CijyCic = | —F= e Co | | —= e Ckle | =
T [T

1 (K —K)R.
- ZZel(k k)RZ] C;f(ack’cﬂ

kk’

de modo que,

an ni, =y [% Zei(k’—k)Ri] i [% 3 6i(k”’—k”).R¢] o ey =

Z‘ kk/ k/lk///

1 ; k’+k"’7k7k” ‘R; -i- -|-
= 2 [ﬁzel( M| el ey =
7

l{7 l(l7 1(//7 k/ll

_ 1 5 t oo _
- Z k'-‘rk’”,k-ﬁ-k”CkTCk’TCkNJ,Ck”’\L -
l(7 k/’k//7k///



Hago un cambio de variables,

k=kit+q, k"=k;—q

k' = k17 K" — kz ’
entonces,
1
_ T T _
Z i iy =7 Z Cky +qt Gt Chy—q| Clal =
i ki, kz,q
1
_ i T _
- L Z Cki+atCke—ql CkatChad =
k17k27q
Esto es,
v f
U Z Mg M| = _Z Z Cki+atCko—ql k11 Ckal | (49)
i ki,ka,q

que al igual que cuando estudiamos el modelo de Jellium expresa la conservacién del

momento, en este caso, el momento cristalino, entre dos electrones que interactian via
Coulomb.
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