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Hallar la función de Green retardada en el dominio tiempo, GR
αβ(k, t − t′), y en el

dominio frecuencia, GR
αβ(k, ω), para el gas de electrones libres y no interactuantes.

Para un gas de electrones libres y no interactuantes se tiene que H = T y (V = 0), por
lo que las representaciones de Heisenberg e interacción son iguales. Como los electrones
son fermiones, la función de Green retardada para este caso queda

GR
αβ(rt, r’t′) = −iθ(t− t′) 〈φ0| {Ψα(rt)I,Ψ

†
β(r’t′)I} |φ0〉 . (1)

Escribo los operadores de campo en la base de momentos:

Ψα(rt)I =
∑
k

1√
Ω
eik.re−iεktckα

Ψ†β(r’t′)I =
∑
k′

1√
Ω
e−ik’.r’eiεk′ t

′
c†k’β,

con εk = k2

2m
.

Desarrollo el anticonmutador con esta nueva base

{Ψα(rt)I,Ψ
†
β(r’t′)I} =

∑
k

1√
Ω
eik.re−iεktckα

∑
k′

1√
Ω
e−ik’.r’eiεk′ t

′
c†k’β+

∑
k′

1√
Ω
e−ik’.r’eiεk′ t

′
c†k’β

∑
k

1√
Ω
eik.re−iεktckα

{Ψα(rt)I,Ψ
†
β(r’t′)I} =

1

Ω

∑
kk′

ei(k.r−k’.r’)e−i(εkt−εk′ t
′)(ckαc

†
k’β + c†k’βckα)

y la ecuación (1) queda

GR
αβ(rt, r’t′) = −i 1

Ω

∑
kk′

θ(t− t′)ei(k.r−k’.r’)e−i(εkt−εk′ t′) 〈φ0| (ckαc†k’β + c†k’βckα) |φ0〉 .

Como |φ0〉 es un determinante de Slater, van a aparecer deltas para los espines y los
momentos, simplificando un poco la cuenta:
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GR
αβ(rt, r’t′) = −iδαβ

Ω

∑
k

θ(t− t′)eik.(r−r’)e−iεk(t−t′)
[
〈φ0| ckαc†kα |φ0〉+ 〈φ0| c†kαckα |φ0〉

]
.

(2)
Analizando los dos brackets obtenidos, se deduce{

〈φ0| ckαc†kα |φ0〉 =
〈
c†kαφ0

∣∣∣c†kαφ0

〉
= θ(k − kF )

〈φ0| c†kαckα |φ0〉 = 〈ckαφ0|ckαφ0〉 = θ(kF − k)

El primer caso se interpreta como la creación de una part́ıcula. Debido a que el estado
fundamental ocupa la toda la esfera de Fermi, es necesario que k > kF para que no se
anule la cuenta. Si se creara una part́ıcula dentro de la esfera de Fermi, existiŕıan dos
part́ıculas ocupando el mismo estado, lo cual rompe el principio de exclusión de Pauli.
Para el segundo caso se destruye la part́ıcula en el estado k. Si ese estado está afuera de
la esfera de Fermi, no existiŕıa ninguna part́ıcula ah́ı y se anulaŕıa la cuenta. Es necesario
que k ≤ kF porque se estaŕıa aplicando el operador de destrucción sobre una part́ıcula
existente, ya que se trata del estado fundamental.

Aplico este resultado en la ecuación (2):

GR
αβ(rt, r’t′) = −iδαβ

Ω

∑
k

θ(t− t′)eik.(r−r’)e−iεk(t−t′) [θ(k − kF ) + θ(kF − k)]

y paso al espacio continuo de momentos

GR
αβ(rt, r’t′) = −iδαβ

∫
d3k

(2π)3
eik.(r−r’)e−iεk(t−t

′)θ(t− t′) [θ(k − kF ) + θ(kF − k)] , (3)

donde se usó ∑
k

f(k) −→ Ω

(2π)3

∫
d3kf(k)

Este resultado es equivalente a la transformada de Fourier para pasar al espacio de
coordenadas de GR

αβ(k, t− t′), es decir,

GR
αβ(rt, r’t′) =

∫
d3k

(2π)3
eik.(r−r’)GR

αβ(k, t− t′).

De esta manera, se obtiene

GR
αβ(k, t− t′) = −iδαβe−iεk(t−t

′)θ(t− t′) [θ(k − kF ) + θ(kF − k)] . (4)

Para obtener GR
αβ(k, ω), uso

θ(τ) = lim
η−→0+

i

2π

∫
dw

e−iwτ

w + iη
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en la ecuación (4), quedando

GR
αβ(k, t− t′) = −i lim

η−→0+
δαβ

∫
dw

i

2π
e−i(εk+w)(t−t

′)

[
θ(k − kF ) + θ(kF − k)

w + iη

]

GR
αβ(k, t− t′) = lim

η−→0+
δαβ

∫
dw

2π
e−i(εk+w)(t−t

′)

[
θ(k − kF ) + θ(kF − k)

w + iη

]
Mediante un cambio de variables ω = εk + w, se obtiene

GR
αβ(k, t− t′) = lim

η−→0+
δαβ

∫
dω

2π
e−iω(t−t

′)

[
θ(k − kF ) + θ(kF − k)

ω − εk + iη

]
, (5)

que es equivalente a una transformada de Fourier de GR
αβ(k, ω) integrando en frecuen-

cias. Por lo tanto

GR
αβ(k, ω) = lim

η−→0+
δαβ

[
θ(k − kF ) + θ(kF − k)

ω − εk + iη

]
. (6)
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