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|. TEORIA ESCALAR DE LA DIFRACCION

CLASE 1
INTRODUCCION

El fenbmeno conocido como difraccién juega un rol fundamental en aquellas ramas de la
fisica en donde se estudia la propagacion de ondas. Asi para comprender distintos
procesos tales como la formacién de imagenes, el tratamiento 6ptico de sefales, etc. es
esencial tener en cuenta este fenomeno. Comenzaremos entonces considerando los
fundamentos de la teoria escalar de la difraccion.

Sommerfeld la define como cualquier desviacién de los rayos de luz de su propagacién
rectilinea y que no puedan ser interpretados como reflexion o refraccion. El primero en
reportar este fendmeno fue Grimaldi en una publicacién del afio 1665. El observé que
cuando iluminaba una varilla con una fuente puntual, la sombra recogida sobre la pantalla
poseia franjas mas brillantes en su interior. Esto iba en contra de la propagacion rectilinea
de la luz postulada por la teoria corpuscular vigente en ese momento.

El paso inicial hacia la teoria que explicara este fenémeno fue realizado por Huygens en
1678. Este enunci6 de forma intuitiva que cada punto de un frente de ondas primario sirve
como fuente de onditas esféricas secundarias tales que el frente de ondas primario, un
instante después, es la envolvente de dichas onditas. Ademas las onditas avanzan con
una rapidez y frecuencia igual a la de la onda primaria en cada punto del espacio. Sin
embargo este principio por si solo no basta para explicar la difraccion.

Durante los afios 1801-1803 Young presentd su principio de interferencia y, en 1818,
Fresnel unid las ideas intuitivas de Huygens con dicho principio, formulando lo que se
conoce como principio de Huygens — Fresnel que establece que cada punto sin
obturaciéon de un frente de ondas, en un instante de tiempo dado, sirve como una fuente
de onditas esféricas secundarias, de la misma frecuencia de la onda primaria. La amplitud
del campo 6ptico en cualquier punto adelante, es la superposiciéon de todas estas onditas
considerando sus amplitudes y fases relativas. Fresnel logra calcular y predecir con
mucha precisién diversas figuras de difraccion, empleando este enunciado y adjuntando

algunas hipétesis adicionales, aparentemente arbitrarias:

e Laamplitud de las onditas secundarias difiere de la incidente en un factor ™.
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e La amplitud se halla también modulada por un factor llamado de oblicuidad (de
hecho tales onditas no emiten hacia atras).
e Existe un desfasaje de 90° entre la onda incidente y la emision de la onda

secundaria.

Fue Kirchhoff en 1882 quién mediante fundamentos mateméaticos logra demostrar que
estas hipotesis son resultados que surgen naturalmente de la aplicacion de la teoria
ondulatoria de la luz, es decir a partir de las ecuaciones de Maxwell (1864). Sin embargo
Kirchhoff también hace dos suposiciones que se demaostraran incompatibles.

Sommerfeld en 1894 modifica lo planteado por Kirchhoff y logra asi evitar esta
incompatibilidad. Surge asi la teoria de difraccion llamada de Rayleigh — Sommerfeld.

Si bien tanto la teoria de Kirchhoff como la de Rayleigh — Sommerfeld se mostraron muy
precisas en muchos casos, cabe destacar que no funcionan en otros ya que realizan
algunas aproximaciones y simplificaciones de importancia. La mas importante de ellas es
que la luz es tratada como un fendbmeno escalar. Es decir se supone que el campo
eléctrico (en este caso interesa el campo eléctrico y no el magnético ya que es el vector
Optico) tiene una sola componente 0, si tuviese dos, la otra puede ser tratada de igual
forma. Esta aproximacion desprecia el hecho de que las distintas componentes del campo
eléctrico estan acopladas por las ecuaciones de Maxwell y no pueden tratarse de forma

independiente. Afortunadamente esta teoria da resultados muy precisos si se cumple que:

e La abertura difractora es grande en comparacion con la longitud de onda.
¢ El campo difractado no se observa en un punto demasiado cerca de la abertura

(no se puede estudiar que pasa a 4\ de la misma)

Esta claro que estas condiciones no se cumplen en problemas de gran importancia como
por ejemplo difraccion por nano-estructuras, difraccion conica,etc. En estos casos debe
utilizarse una teoria vectorial rigurosa para obtener resultados precisos. Estos problemas
guedan excluidos de este curso. Esta teoria también falla en sistemas formadores de

imagenes si se trabaja con angulos muy grandes. Analicemos por ejemplo la Figura 1.

Sobre el lado izquierdo de la lente no hay interferencia ya que los campos E, y E, son

perpendiculares, mientras que si lo hacen en el lado derecho. La teoria escalar no puede

explicar que haya interferencia de un lado y no del otro.
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>\ 90°

Figura 1: Sobre el lado izquierdo de la lente los campos son perpendiculares y por lo tanto no
interfieren, en cambio si lo hacen sobre el lado derecho

TEOREMA INTEGRAL DE HELMHOLTZ — KIRCHHOFF

Avancemos ahora en la formulacién matematica de la teoria de difraccion. Las ecuaciones

de Maxwell en el sistema c.g.s. vienen dadas por:

VX E = —1@ Ley de Faraday
c ot
vX H :477[54_1@ Ley de Ampere
c cot
6_ 5:47;/) Ley de Coulomb
V.B=0 Ausencia de monopolos magnéticos

Donde E es el campo eléctrico, B el magnético, D es el vector desplazamiento, H es el

vector intensidad magnética, J el vector densidad de corriente y p la densidad de carga.

Por otra parte tenemos las relaciones constitutivas:

(S T)
[l
Q
m
o)
[l
=
I
(o]
[l
M
m
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Donde o es la conductividad, u es la permitividad y € es la constante dieléctrica. Si

ademas el medio es lineal, isétropo y homogéneo tenemos que:

V.5 ¥ E . UXH=TVXB
U
Entonces las ecuaciones de Maxwell quedan
L . . = - = Ar Lo
TXE=—1B s gx gt HEE L VESTP G B0
c ot C c ot €

Para llegar a la ecuacién de ondas podemos, por ejemplo, tomar rotor en ambos

miembros de la primera ecuacidn, tenemos asi que

UXVX E=V(V.E)-viE-— T2
C

Reemplazando la expresién para la segunda ecuacion tenemos que

V(v.E)-viE-—t L &
c ot

8(47&! 5+M8Ej
1 =

= .
veg HEOE _Amuidl 4 Glp
c” ot c” ot £

_/

Donde p &/ ¢ = 1/ V¥ es la inversa de la velocidad de la luz en el medio y S describe las

fuentes. Se obtiene una ecuacién analoga para el campo magnético B . En ausencia de
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fuentes S = 0 y recordando que nosotros vamos a trabajar con campos escalares una

solucion posible de la ecuacion es:

E(F,t)onei(RF_wt)

Si E, =Cte esta expresion correspondera a una onda plana, si E; = Ct% serd una onda
esféricay si E, = C%— describird a una onda cilindrica.
r

Dado que la ecuacién de ondas es lineal y de coeficientes reales, la solucion debe ser

., . ;. , - i(kr-w
real, con lo cual la expresion que tenga sentido fisico sera E(r,t) = ‘Re[EO e'( ' t)J.

Entonces si E(F,t) es la perturbacion éptica en ra tiempo t; asumiendo que es una

funcion escalar (esto es linealmente polarizada) y monocromatica, en ausencia de

fuentes la ecuacion de ondas es:

vZe _ L 582_25 o (7.t )=E(F)e it
v t

. - —o.Vv/ _w/ 2«
Teniendo en cuenta la dependencia temporal y que k =27 K/ = X/— /1 obtenemos la

ecuacion de Helmholtz independiente del tiempo
(V2+k2)E=O 1)

Kirchhoff expresa la solucion de esta ecuacién en un punto de observacion P, en

términos del valor del campo E y de su derivada normal, sobre una superficie cerrada
arbitraria S que rodea a dicho punto. (Esta solucion habia sido propuesta con
anterioridad por Helmholtz para acustica).

Para encontrar esta solucion utiliza el Teorema de Green que establece que si U, y U,

son dos funciones complejas de la posicién, escalares, con la primera y segunda

derivadas univaluadas y continuas dentro y sobre la superficie S entonces:
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fi1(u, V2, -U, V24U, Jdv = gi(u WU, -U, VU, )-n ds
v S

Figura 2: Superficie y volumen de integracion

Esta claro que si U, y U, son soluciones de la ecuacion de Helmholtz, es decir
VU +k?U =0 = U_V2U_+U_k?U_ =0

1 1 2 1 2 1
VZU_+k*U =0 = U V2U_+U k*U_=0

2 2 1 2 1 2

2 2
restando la segunda de la primera, tenemos que U1 \% U2 —U2 \Y% U1 =0

por lo tanto
(U, VU, -U, W, )-n ds =0 2
S
Podemos elegir U =E G P,P g"e con
| = _= =
oM EEY Y, [1’ oj r

Mo :|:(Xo _X1)2 +(Yo _y1)2 +(Zo _21)2:|;

Esta funcion G es una onda esférica de amplitud 1 centrada en P,. En general en los

ikrg,
€ que es una onda centrada en P, (punto de

libros aparece G(P ,Pj:
0 1

01

observacion). Nosotros lo tomamos al revés porque es mas intuitivo, pero de todos modos
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debemos tener presente que esta funcion no representa una onda real sino que es una

herramienta matematica para resolver el problema.

Ahora bien, si observamos el dibujo vemos que si queremos llevar P, hasta P, aparece
una divergencia, entonces lo que se debe hacer es rodear a P, con una esfera de radio &

con el fin de excluir a P, de la region encerrada por S .

Figura 3: Superficie y volumen de integracién sin singularidades

Ahora S =S'+1imS, , V =V'-limV,
e—0 e—0
Entonces Cj‘:ﬁ +!€|_r>r0] . Vamos a calcular la segunda integral teniendo en

= 0 0 0
cuenta que el gradiente se toma sobre la variable 1 de modo que V; = K—,—,—j

oX, oy, 0z

ikr;o .
= {p|-E k—— ° ¢t,-% VE|nds,=
S,

10 riI.O r1I.O

= oU ., .
Debemos recordar que n-VU = 8_ con lo cual la ecuacidn anterior queda
n
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ik,
g : 1) ¢k
41) E[lk——j—— ds pero sobre Sg r10=6‘ —

ek (. 1) ¢E
= :C_g)_ E 'k_; _% ng dado que £ —>0 y recordando que E y G y

sus derivadas son continuas
. . 2
limdp fdS, — Ilimf (Po)47fc9 La integral resulta

e—0 &0
&

0

lim [47275 */Eik —dr ™ E —4ns ™

£—0

Luego, retornando a la ecuacion (2) tenemos que:

das' ©)

Este resultado es conocido como el Teorema integral de Helmholtz — Krichhoff.

FORMULACION DE KIRCHHOFF PARA LA DIFRACCION POR UNA PANTALLA
PLANA

Veamos ahora como aplicar el teorema integral al caso de difraccién por una pantalla

plana, infinita y opaca, con una abertura.
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s Sk
: P \\\
: r PO \\
| 10 \
'V R
N 2 o ,"
fuente ;Z !

1
1
real i ,
: ;\,/
1
1

Figura 4: Difraccion por una pantalla plana segin Kirchhoff

Ahora S=Sp+X+Sg = @ZJI+II+II
S S X Sy

Se toma la superficie Sp plana porque sobre una superficie curva se complica
terriblemente la funcién de Green G.

La fuente real que ilumina la pantalla esta fuera del recinto S. Ahora vemos que la razén
de tomar n hacia adentro (al revés que en el Goodman) es para que coincida con los z
positivos sobre la abertura. Por otra parte se puede ver también la razén de tomar ondas
emergentes de P; en vez de Py ya que ahora sobre Y. esas onditas coincidiran con las
fuentes virtuales secundarias del Principio de Huygens — Fresnel.

Vamos a calcular primero la integral (3) en la superficie Sg.

”exp |kR aE M(ik_ljﬁ .ndsS
R R 10 R

ya que

=n- - =

2| eelta))_y g 2oli) |20 3Lz,
= . . . 10

2 1 1
De acuerdo a las hipotesis iniciales R>A = 77[ > E = k >>E; ademéas R se

hace tender a «. Asi la integral queda:
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g:—ig—emgm)(g—iﬂmn-ﬁo]dSR

Ahora bien, uno estaria tentado a decir que dado que G y E decaen cuando

Row = _U—) 0, pero no debemos olvidarnos que S crece como RZ.

Otro argumento seria que, dado que la radiacién se propaga a la velocidad finita c, basta
tomar Sg tan grande que las ondas aun no hayan llegado; pero existe el inconveniente
gue trabajamos con ondas monocromaticas y por lo tanto estas ondas, por definicion,
existieron siempre.

Obviamente en la practica esto siempre es valido ya que en una experiencia siempre hay
alguien que enciende la fuente, es decir estrictamente hablando, aunque usemos un laser

las ondas son cuasi-monocromaticas.
. . . 2 ..
Volviendo a nuestro problema, si escribimos dS; = R“ dwlo que debe exigirse es que

lim R(ﬁﬂkE n-f j:O
R—a0 on 10

Esta es la condicion de radiacion de Sommerfeld y es valida para campos que se atenden

por lo menos como % .

Ejercicio 1:

Probar que si la fuente real emite ondas esféricas, se verifica la condicion de radiaciéon

Dado que la perturbacion que ilumina la apertura es una onda esférica, 0 una
combinacion lineal de ondas esféricas, esta condicion siempre se cumple. Podemos pasar

ahora a resolver las integrales sobre la pantalla.

Kirchhoff para ello realiz6 dos suposiciones:

e Sobre la superficie 2. la distribucion de campo E y su derivada son exactamente
iguales que en ausencia de la pantalla (esto es valido como una aproximacion sélo

si 2> A).

10
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- E i
e Sobre la superficie S, el campo E y Z_ son idénticamente cero.
n

Esta aproximacion tampoco es estrictamente cierta ya que siempre hay una zona de
penumbra cercana a la abertura. Por otra parte este requisito lleva a una inconsistencia,
tal como lo veremos mas adelante. Estas condiciones a menudo son conocidas como

condiciones de contorno de Kirchhoff.

Asi las integrales sobre >y S, se reducen a la integral sobre 2.

exp(ikr, _
E(Po)z_i”M E li-l En-f, |dS
4r 3 o on o
Como antes I, >4 = k>>ri =
10

E(R) :—iﬂw[ﬁﬂk Ecos(n-flo)}ds

o on

(4)

Esta es la ecuacion de Kirchhoff para la difraccion a través de una pantalla plana.
Veamos que sucede si iluminamos 2. con una onda esférica proveniente de una fuente

real ubicada en P»,. Ahora tenemos que

1
=A V.E=A]ik—— I nuevamente k > —
P21 L) T P

) eikr21 . ) 1 eikr21 N

11
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fo 0
10
P2 ra1 2 UP
& >,
fuente ;z
real

Figura 5: Difraccion por una pantalla plana iluminada con una onda esférica

E(P U =P Ikr rr21+r10)) ik[cos(n,f21)+cos(n,ﬁo)}ds
21710
ik cos|n,r, |+C0S ;l
E(%):j.@.exp(l rz(ll;flt)+}’io)) ( 21)2 ( ) S ©

Esta ecuacién se conoce como la Formula de difraccion de Fresnel — Kirchhoff y es valida

para cuando se ilumina la apertura con una fuente puntual. Si la abertura tiene una cierta

transmision hay que introducir un factor T 5.

Vamos a escribir la expresion (5) de esta forma:

J-J. exp(lkrlo) ds

) r10

con

E.(P)_AEXp(ikrﬂ) COS(n,f21)+Cos(n,Flo)
Yo ) 2

12
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Vemos que podemos interpretar el campo en Py como el provisto por infinitas fuentes
puntuales virtuales, ubicadas en los distintos P; de la abertura. Es decir llegamos a la

formulacién que intuitivamente habian hecho Huygens y Fresnel. Es méas, vemos que la

ikry,

onda primaria que llega a P tiene amplitud y fase A pero la onda emergente esta

21

desfasada con un adelanto de 90° y ademas esta atenuada por el factor de oblicuidad

[cos, cos], que vale 1 como maximo, y por la cantidad % Es decir que surgen de forma

natural todos los requerimientos que Fresnel habia impuesto en forma arbitraria para
ajustar sus mediciones.

Obviamente estas fuentes virtuales no tienen un real significado fisico, cabe entonces
preguntarse como surge la alteracion del campo al pasar por la abertura. Young (1802)
sugirié que el campo observado correspondia a la interaccién entre el campo de la onda
incidente, directamente transmitido, con la onda difractada en los bordes de la abertura.

Posteriores investigaciones confirmaron este punto de vista.

CLASE 2

FORMULACION DE RAYLEIGH — SOMMERFELD PARA LA DIFRACCION POR UNA
PANTALLA PLANA

Si bien los resultados hallados por Kirchhoff coinciden muy bien con las experiencias, se
presenta una inconsistencia en una de las hipétesis que utiliza. La misma esta originada
en el hecho de pedir condiciones simultaneas sobre el campo y sus derivadas.

Existe un teorema que dice que si una funcion potencial y su derivada normal se anulan
simultdneamente a lo largo de un segmento de curva, entonces dicha funcién debe
anularse en todo el plano (ver por ejemplo Classical Electrodynamics de Jackson).
Evidentemente esto no es lo que sucede, por lo tanto alguna hip6tesis esta mal planteada.

Tales inconsistencias fueron solucionadas por Sommerfeld quien eliminé la necesidad de

, . oE _— :
imponer condiciones sobre E y an Para ello eligio funciones de Green que fuesen
n

o . : - . ., 0G
combinaciones lineales de la anteriormente utilizada y tales que, o bien G 6 6_56
n

13
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. . . , OE
anulasen sobre Sp+2}’ . De esta forma sélo se debe pedir condiciones sobre E 6 8_ en
n

forma separada.

Cabe destacar que el hecho que una teoria sea autoconsistente y la otra no, no significa
que una sea mas precisa que la otra.

Sommerfeld plantea como soluciones de G

_ exp(ikr,) _ exp(ikn)

F
o o

con oy I'), tales que P’ es la imagen especular de Po

n
—

Figura 6: Difraccion por una pantalla plana en la formulacion de Rayleigh-Sommerfeld

Veamos cada solucion por separado

- ik exp(ikrlo) R
V.G =—M(ik—i}m+— ik [fro

. exp (ikr, N N exp(ikr,
n-VlG :M ik—i (—n-l’10+n-r10j=—2M ik 1

rlO rZI.O r-10 rSI.O

donde usamos que VP, €2,S, r,= rl'o

Obviamente en estos puntos G_= 0, entonces si recordamos que

14
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E(P)=-— I [Gﬁ—Eﬁ}dS
4r . on on

Basta ahora pedir que E = 0 sobre Sp, por lo tanto

1 exp(ikr, ) 1 A
E(PO):——”E(H)L“))(Ik——]nﬂods como k>

27 % No Mo o

E(po):__”E(H)Mcos(n,ﬂo)ds 6)

> o

Analogamente si usamos G+

— . exp(ikry)(. 1 . K
n-v,G, = . |k_r_ N-ro+Nn-rwo |=0 ; aca nuevamente usamos que
10 10

VR eX,Sp hy=ry

. ok
Entonces ahora s6lo basta pedir que — =0 sobre Sp, por lo tanto

on

1 exp(ikl’lo) e~
E(PO)__EH—GO n-v,EdS @)

Comparemos los resultados que se obtienen para una fuente puntual iluminando 2.

ikry,

€

E(Pl):A »

Para Kirchhoff habiamos obtenido la expresion (5)

15
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exp(ik(r, +1,)) Cos(n,r21)+cos(n,rlo)

F1Mo 2

ds

gl

Para G_ la expresion (6) toma la forma

J.J. exp(ik(ny +1,))

r21 r10

cos(n, ?m)dS

Para G+ vamos a calcular previamente

_ ik ~
n.le:AM[ik_ijn.m .

r‘21 r21

”. exp(ik(r, +1,))

21 10

cos(n,le)dS

Vemos que las expresiones varian soélo en el factor de oblicuidad y que para el caso de
fuente y punto de observacion lejanos, estos coinciden.
Se puede ver, ademas, que si cambiamos el punto fuente por el punto campo el resultado

no varia. Esto se conoce como principio de reciprocidad

GENERALIZACION DE LA FORMULACION DE RAYLEIGH — SOMMERFELD PARA
FUENTES NO MONOCROMATICAS

Con anterioridad supusimos que las fuentes eran monocromaticas, veamos como se
modifica esta formulacion cuando ello no sucede. (Lo hacemos para R — S pero para
Kirchhoff es semejante).

Para ondas monocromaticas teniamos que

Evon (P:1) =Ey (P, v)exp(-2zivt) ; 2zv=w

16
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Dado que las ecuaciones de Maxwell son lineales, podemos sintetizar una onda

policromética como la suma de ondas monocromaticas, asi

Epo ( IE v)exp(—27ivt)dv  sera la expresion para una onda

policromética, donde EO(PO,V) son las soluciones de Rayleigh-Somerfeld o Kirchhoff. Si

. . > . 2nrv 2w
por ejemplo utilizamos la expresién (6) y, teniendo en cuenta que, K ==—"—-—=""

A

: exp(Zm . 10] X
Evu (Rut) =~ [ [[VEs (R.Y) exp(~2ivt)cos(n, 1o ) dv dS
X

o

Dividiendo y multiplicando por 27 tenemos que

Eny (P1)= ﬂj 27ivE (Pl,v)exp( 27zlv( rc de

Ahora bien, la onda que llega a P; la podemos escribir como

E., (Pl,t):J.EO(Pl,V)EXp(—Zﬂ'in)dV ademas
v

cos(n, FlO) ds

o

% Eeo (Pt)= _[—27ziv E, (R, v)exp(—2zivt)dv  por o tanto tendremos que:
COS(n, rlo)
E = E —= | ——=dS
PoI 27Z'C J:[ Pol ( C j rlo (8)

Asi vemos que la perturbaciéon en Py es linealmente proporcional a la derivada temporal
I

de la perturbacion en cada punto P; de la abertura. Dado que la onda tarda un tiempo 10

en llegar de P;1 a Py la onda observada depende de la derivada temporal de la incidente,

I,
evaluadaen t—-10

17
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Ejercicio 2:

Probar que si a P; llega una onda monocromatica se recupera la expresion

Enon (Port)= Eo(Pov)e 2™

PRINCIPIO DE BABINET

Supongamos que queremos calcular el campo producido por una pantalla con una

abertura de determinada forma 2. en un punto Pg . Segun lo visto, tenemos que:

” exp ikt )cos(n rlo)dS _UE ) f(r,)dS

> A1,

- J
hd

f(rm)

El campo siempre lo podemos escribir como

E(R)=E(R)[1-C(R)|+E(R)C(R)

donde C(Pl) es una funcién que se anula en algunos puntos y vale 1 en otros

E(R)=JE(R) [1-C(R)]f (ro)dS+[E(R)C(R) f (r,)ds

Dado que C(Pl) es un factor de forma también lo podemos tener en cuenta, en vez de en

el integrando, cambiando los limites de integracion

E(R)=[E(R) F(5)dS = [E(R) F(5)dS + [ E(R) T (1)

Es evidente, por su definicion, que [1_C(Pl)} y C(Pl) son funciones

complementarias, por lo tanto >’y 2" son aberturas complementarias. Vale decir que la
distribucion de campo que produce una pantalla 2. sera igual a la suma de los campos
producidos por 2’y 2" . Esto es E2 = EZ' + EZ"

Por ejempilo:

18
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£ — - ®0@

2

2 o000

Figura 7: Pantallas complementarias

Comentarios:

Es evidente que si una de las pantallas es opaca, por ejemplo X', entonces 2"
sera totalmente transparente y producira igual campo que 2.

El principio de Babinet vale punto a punto, por lo tanto si para un cierto Pg

):0 entonces Ez,(P):—E P

0

logramos hacer que EZ(P 0 5

Z"( ) Es decir, el

campo producido por la pantalla >.’ serd igual al producido por la pantalla >.”
pero desfasado en 7. Esto implica que la intensidad en Py sera la misma en

2
ambos casos dado que | (Po) Z‘E(PO)‘

Esto ultimo puede implementarse de la siguiente forma:

Figura 8: Disposicion para obtener figuras de difraccion similares a partir de pantallas
complementarias

19
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Una lente se ubica entre la fuente puntual y el plano de observacién TT. La imagen de S
sobre TT no serd estrictamente un punto pero si una funcién picuda, vale decir que
VR, #S'=E(P)=0 Luego Ey.(Ry)=€" E.(R) = I5.(R)=I5(R).

Pero esta configuracion (como lo veremos proximamente) provee ni mas ni menos que la
difraccion de Fraunhofer de 2., esto es su transformada de Fourier. Si queremos analizar
este fenomeno, por el momento, con una configuracion mas tradicional (pero que es un

caso particular de la descripta) podemos iluminar a la lente con un haz plano (fuente

puntual en el infinito) y sobre el plano focal de la misma obtendremos los diagramas de
difraccion de Fraunhofer correspondientes a 2’ y 2.” que seran idénticos, salvo en el

punto imagen de la fuente. Sintetizando, podemos decir que pantallas complementarias

producen el mismo diagrama de difraccién de Fraunhofer.
DIFRACCION DE FRESNEL Y FRAUNHOFER

Aproximaciones iniciales

Hasta ahora el tratamiento, si bien escalar, fue totalmente general. Vamos a ver algunas
aproximaciones adicionales que permiten calcular figuras de difraccion con métodos
matematicos menos complejos.

Habiamos visto que para ondas monocromaticas, y segun la teoria de Rayleigh —

Sommerfeld, la expresion para el campo difractado en un punto Pg era

jEcos(n,ﬂo)ds (6)

Dado que I, > A la funcién recuadrada es rapidamente variable en la fase y lentamente

variable en amplitud. Por ejemplo si I, cambia en una longitud de onda, la fase varia en

27 mientras que la amplitud casi no cambia. Asi deberemos tener cuidado con qué clase

de aproximaciones tomamos para una y otra magnitud. Veamos el siguiente dibujo
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Figura 9: Geometria empleada para analizar la difraccion por una pantalla plana

Prwes = ET Ve <
Puw =RV <2

Esta es la aproximacion paraxial ya que los angulos que intervienen son pequefios. Si

Asumiremos que

observamos el dibujo vemos que

z .
cos(6) :W . Ap= E—a

2

cos(0) - L =1-1[40
2 2

l+[AZp}

Veamos que sucede si tomamos cos(#)=1, esto es despreciamos el factor de oblicuidad.

2
En este caso cometemos un error %(Mj <g = A_pgll41\/§ pero
Z Z

£2 —tan(0)<0<1414z
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Asi si deseamos trabajar con un error porcentual del 1% = @<1.41-0.1=8°, esto es

podemos trabajar con un cono de 16°. Si en cambio admitimos un error del 5% podemos

trabajar con un cono de 36°.

Analicemos ahora que sucede con el factor i
Mo
1
2 2 2
rlO:[(XO_Xl) +(y0_yl) +22} =zyl+u con
RY: IRRY:
u=[x0 Xl} +£—y0 le <1 -
z Zz
2
1 _L = 1 1_E+u_ ..... , basta tomar para la amplitud i = 1
rlO z 1+U Z 2 8 rlO

Veamos ahora que sucede con las fases. Como dijimos, la fase es una funcién de
variaciéon rapida por lo que tendremos que tomar érdenes superiores en los desarrollos en
serie. Del tipo de aproximacién que tomemos surgiran los tratamientos de Fresnel y

Fraunhofer.

Aproximacion de Fresnel

Primero desarrollemos en serie I’lo

2
o= 2[14-2—“_ ----- J Vamos a quedarnos, en principio, con el desarrollo hasta el

2 8

término lineal, despreciando el cuadratico y superiores. Veamos en qué condiciones esto
es valido.

eik Mo

En realidad estamos aproximando una onda esférica por superficies cuadraticas

o

wew[ (% -x) +(yo—y1)2ﬂ

2z

22
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2
El error que se comete al despreciar el orden inmediato superior, esto es — z%, significa

_ikzu?
gue estamos considerando € 8 =1 .En general se toma como razonable que

2
kz%«lradian = >>%[(xo—x1)2+(yo—yl)1 .

Si le asignamos valores a esta desigualdad vemos que, por ejemplo, para una abertura y
zona de observacion del orden de 1mm y una longitud de onda de 500nm, obtendriamos
mediciones precisas para z >> 20cm. Sin embargo se observa experimentalmente que
esta aproximacion es valida a distancias mucho menores.

Veamos entonces cual es la explicacion, recurramos para ello al método de la fase

estacionaria. Tenemos una integral que es del tipo

ITE (% y2)exp(ik f (x5, y))dx dy;; K =27”; f (%, y1)=%[(xo %) +(¥o-v:) |

Ey f son independientes de k y f>> A, Quiere decir que la exponencial oscilara

muchisimo y en promedio dara cero salvo en aquellas zonas donde la oscilacion sea mas

lenta. Veamos si para la funcion f (Xl, yl) existen dos puntos criticos (XC, yc) tales que

sus derivadas parciales se anulen, esto es:

of (X, Y1) :_l(xo_xi)) =0 = X =x=X
aXl Xer Ye : oo Yo

of (X, 1
(% %) :__(yo—yl)j =0 = Y=Y, =Y,
8yl Xc’yc Z Xc’yc

Vemos que para f(xl,yl) existen tales puntos criticos y que en ellos su derivada es

nula. Es decir que alrededor de (xo, yo), f (xl, yl) es constante o levemente variable y

por lo tanto el término de fase oscilard menos y su contribucion promedio sera distinta de

cero. Esto no ocurre para el resto de la funcion (ver JOSA 71, 7, 1981)
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X01yC

Se podria argumentar que también en los extremos de f (xl, yl) la derivada es nula, pero

la funcién es tan fluctuante y apretada que en los extremos la derivada practicamente no

esta definida. Entonces vemos que el término lineal en u, esto es cuadratico en (X, y),

contribuye sélo en las inmediaciones de X=X Y Y,=Y,es decir en aquellos puntos que

se hallan fuera de la sombra geométrica. Veamos esto en la figura siguiente

obieto médulo difraccion fase difraccion

En la zona dentro de la sombra geométrica la amplitud es casi nula y la fase varia
rapidamente. Se puede demostrar que los términos de orden superior no contribuyen a la
integral, ni aln en las proximidades de X, =X, y Y, =Y, Esto nos dice que no hace falta

_ikzu?
pedir € 8 =~1 y de ahi la condicion sobre Z ya que al integrar ese término no aporta.

Asi pues, el campo E(Po)en la aproximacion de Fresnel vendra dado por

E(PO):WIZJE(&,yl)exp(ig[(xo—X1)2+(yo—y1)2DdX1dy1 ©)

Aproximacion de Fraunhofer

La ecuacion anterior la podemos escribir como
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1
A ~
exp(ik z k
o <P g ()

K -k
-IZIE(Xl,yl)exp(—I;[XoXﬁyoyl]Jexp(IE(Xf+yf)jd><1dy1
N— _
-
2
e Zkz[xlzle

El término 2 es la transformada de Fourier de E(xi, yl) a menos del factor

Veamos en qué condiciones es posible eliminarlo.

i k
. 'Z[Xlzﬂ’l] . -
Si e =l = 72> (x1 +Y; ) Pero justamente esta es la condicion de

difraccion de Fraunhofer. Esto es, la figura de difraccién de Fraunhofer, a menos del factor
1 es la transformada de Fourier del campo en la abertura >, . Ahora bien, el factor 1, a

menos de la atenuacién 1/Az es basicamente un factor global de fase. Dado que lo que se
registra es la intensidad (I=E.E*) esa fase se elimina y la figura que se obtiene coincidira

con el mdédulo de la transformada de Fourier.

Veremos que esta no es la Gnica manera de obtener F(E) Por ahora recordemos que la
clase pasada dijimos que si en lugar de tener una abertura, la misma tiene un factor de
transmision t(xl,yl) y por otra parte el campo que llega a la misma es E(xl,yl),
entonces el campo inmediatamente emergente sera E'(xl, Y1)= E(xl, Y1)‘t(X1’ yl) y ese

sera el que debe ir en la integral para calcular E(PO)

Ahora bien, t(xl, yl)en principio es algo que puede ser sélo

de fase, s6lo de amplitud o combinar ambas magnitudes.
Entonces si en dicha abertura ubicasemos un filtro con un

i k
eZz

2 \2
o [ * 1] . ,
factor de transmision t(xl, Y1) , dicho factor se cancelaria con el otro y no

necesitariamos imponer restricciones sobre Z para obtener la transformada de Fourier.

Veremos mas adelante que una lente convergente de distancia focal f es justamente el

kel

filtro que introduce el desfasaje € Zf
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Il. SERIES E INTEGRALES DE FOURIER CLASE 3

Habiendo llegado a este punto es conveniente hacer un paréntesis, en lo que a Optica se
refiere, para dedicarnos a realizar una revisibn de las definiciones y principales

propiedades matematicas de las series e integrales de Fourier.

FUNCIONES PERIODICAS

Para comenzar veamos que sucede con una funcién perioédica arbitraria. Supongamos

que sumamos dos funciones armoénicas (senos o0 cosenos) de distinta amplitud y periodo.

Vemos que tenemos una funcién periddica pero no senoidal. Es decir que si tenemos una
funcién arbitraria periddica, la podriamos sintetizar mediante la suma de senos y cosenos
con amplitudes, periodos y fases relativas adecuadas. Justamente esto es en lo que se
basa la teoria desarrollada por el fisico francés Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).
Dicho de otra forma, Fourier elige una base de senos y cosenos para expandir una
funcién periddica. También pueden elegirse otras bases, por ejemplo la constituida por

funciones rectangulo, que conduce a las transformadas de Hadamard.

Volviendo al caso que nos ocupa, el teorema de Fourier establece que si f(x) es una

funcion de periodo espacial A, con Ko :2_” (si fuese una funcién temporal en periodo
seria T y k, _2z ) entonces
T
G N -
f(x)=7+21an cos(nkox)+bnsm(nkoxﬂ (10)
n=
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donde cos(kox); sen(kox) constituyen las componentes fundamentales. Luego, dado

que nk, :nz_”z 2r ne N, los armoénicos superiores serdn ondas cuyo periodo sera

%
una fraccion del periodo de la funcion.

Ahora debemos encontrar las expresiones para los a, y bn. Para ello recurramos a la

propiedad de ortogonalidad de las funciones armonicas

g
| sin(nk,x)cos(mk,x)dx =0
0

A

0 _ﬁ B
0cos(nkox)cos(mkox)dx_ 5 anm 5nm—OSi -

y!

fsin(nkox)sin(mkox)dx = %5nm
0

onmes la delta de Kronecker

Entonces multipliquemos (10) por cos(mk0 x) e integremos

Ao

AO
[ f (x)cos(mkox)dx:% | cos(mk,x)dx+
0 0

4o 4o

+3|a, | cos(mk,x)cos(nk,x)dx+b, | cos(mk,x) sen(nk,x)dx
n=1 0 0

Ay Ao
| f(x)cos(mk,x)dx = am2/10 = a, =%j f (x)cos(mkyx)dx (11
0

0

m=0,1,2...

La expresion (11) también es valida para ag y el término Y =

A
5 %! f(x)dx equivale al

promedio de la funcion en un periodo.
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Multiplicando (10) por sen(mkox) e integrando, obtenemos

b, % {1 (x)sin (mkx)dx 12)

m=1,2...
Cabe destacar que la integracion puede realizarse sobre cualquier intervalo espacial igual

a J,- En generalentre X'y X'+ A,
Desarrollo de f (X) como una serie finita

Vimos que una funcién periédica f (X) se puede sintetizar como una sumatoria infinita

de senos y cosenos. Podemos preguntarnos cudl es el error que se comete si no

tomamos infinitos términos. Esto es

+i+§N ()

n=1

|

f(x)=F+>

n=1

[an cos(nkox)+bnsin(nkox)} -

Si definimos O',%l (X) como la desviacidn cuadratica media

Puede demostrarse que:

(a§+b§)

N~
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Condiciones de existenciay propiedades

Con anterioridad dijimos que f (X) era una funcién periédica arbitraria, sin embargo debe

cumplir algunas propiedades para que pueda existir su sintesis de Fourier.

i) Si 3 discontinuidades de f (X) en un periodo, estas deben ser un namero finito y con

valores finitos.
Supongamos que en X; hay una discontinuidad. Entonces la serie de Fourier en X; toma

el valor f()<1)= f(xl_);f(xf) .—\A

v

X1

ii iene que tener un ndmero finito de maximos y minimos en un periodo
f(x)t t finito d y d

ii) H f (X)‘ dx<oo; f (X)debe ser de médulo integrable ya que es proporcional a ag

Ee of (X
Sea f(X) periédica y tal que f :% nZ:: . Si ademas f'(X)E 82( ) es también

continua por tramos entonces

f '(X):Z“ko [—ansin(nkox)+bn cos(nkox)}

Existen algunas consideraciones de simetria que deben realizarse antes de iniciar el

desarrollo de la funcion a fin de ahorrar esfuerzos en el célculo de los coeficientes a,, y

bn . En el siguiente cuadro resumimos algunas de estas propiedades.
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SIMETRIA CONDICIONES FORMA DE LA SERIE COEFICIENTES
PAR ) %
f(x)="f(-x) f(x):%+;an cos(nkyx) & A ! f (x)cos(nkyx)dx
b, =0
IMPAR a,=0
f(x)=—f(-x) :ibnsen(nkox) 2%
= = I x)sen (nk, ) dx
0
1/2 ONDA L
«~— B &, = J x)cos((2n—1)k,x) dx
Ao 100 - £ ( iﬂoj —i aZn_1COS((2n l)kox)+ n )
" 80 - =) +b2n_lsen((2n—1)kox) /
- 60 | aste by = j x)sen((2n-1)k,x)dx
40 1 BOeste 0
1428 f ( Ly ko
| -5 0 8
N KD e R I s R s
\\ | \/ b2n—1:0
1/4 ONDA IMPAR i A a, . =0
\ - f(Xi?j f(x):inn_lsen((Zn—l)kox) " g %
I ‘ | f(x)=—f(-x) = b= | f(x)sen((2n-1)k,x)dx
0
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Forma compleja

Otra forma de representar las series de Fourier es la forma compleja. Sabemos que:

eiko L e—ikonx eik0 nx _e—ikonx

cos(kynx) = 5 ; sin(kynx)= T

con lo cual podemos expresar

e~ 2 2
f(X): i C eikonx _(an—ibn)
e (13) con nTT2
c ~(an+iby)
T2

Usando las propiedades de ortogonalidad también se puede llegar (usar las definiciones

de &,y b,)aque

si f(x)eR = C,=C;

Ejemplos de célculo de series de Fourier

(14)

Antes de entrar en los ejemplos es conveniente definir la nomenclatura de algunas

funciones muy usadas A
a
e Funcion rectangulo 1
Xo
|

v

Xo -al2 I Xo +a/2
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‘x—xo‘ 1

0 3 >§

X=X ) |1 ‘X—Xo‘_l
rect( 5 ]_ 5 =5 *

‘x—xo‘ 1

1 3 <§

* recordemos que un desarrollo de Fourier da el valor medio de la funcién en un punto de
discontinuidad

e Funcion escaléon

A A
a>0 a<0
1 _____ 1
Xo g Xo -
0 %) g
a
X_
step X)L X—%=0 a=lo-1
a 2
1 (X _ XO) >0
a
e Funcién signo
A a>0 A a<0
1 1
Xo g Xo g
-1 -1

32



Optica de Fourier C. lemmi

-1 (X_X0)<O
a
sign| 2= =) 0 x-x=0 a=lo-1
a
1 (X_XO)>0
a

0 X< X, 4
ramp(—_XOJz ‘X_Xo‘
X> X,
1 Xo Xota g
tan(a):—
a
e Funcién triAngulo
A
1
X=X,
N — X 0 ‘ onl
tri[ 0}: a
8 X=X X% . .
1- <1 Xo-a N Xo+a
a a 0
éreaz\a\
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e Funcion sinc

A . 2
1 sinc

jae_ b2 dx =aby2z

0047 | [\
1.43 g
sen 72'{ _XOJ
. X— X0 . L , .
sinc = Xo hos dice donde esta centrada y |a| es el area
CoA
72' - Y
a
e Funcion gaussiana
A
a

: 2
; ) i)
1 - 2

| __i___\ae'=a 0607 gaus[ bXOJ:ae 20
g )
! [X—Xo]

v

Xo Xo+b

a, Xp Y b pertenecen a los reales. El valor de la integral es 1 si a = , €N Cuyo caso

1
by27
la funcién gaussiana es la funcion densidad de una variable aleatoria con distribucion

normal de media X, y varianza b.
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e Funcion peine de Dirac

I\ comb(x)= i d(x-n)

N=—o0

0 X#n

v

5(x—n)={Oo X=n
3 2 -1 0 1 2 3 =

j f (x)8(x—n)dx=f (n)

—00

donde 5(X— n) es la delta de Dirac. Si queremos desplazarlo y cambiarle el paso

A

Xo-3a Xp-2a Xg-a 0 Xo Xgta Xpt2a

Vayamos ahora a algunos ejemplos de calculo de transformadas. Comencemos con uno
simple

1. f(x)= i §(x—nA)

N=—o0

A

es una funcién par = b, =0

20 -4 0 A 20 3
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SN

5(x—n'/1)cos(n k x)dx =%cos(nn'k/1) =

£
Il
N N
NP S L B

— f(x):%+%gcos(nkx)

2. Veamos otro ejemplo f (x) :1—% 0<x<A

Conviene redefinir la funcion para buscar una simetria

1/2
g(x):%—% 0<x<A4 -“R ---- < “““ l\“' """
Ahora tenemos una funcion impar g(x) =-g(-x) > a, =0 ____l _____ x _?___N_ _7i _______ "
-1/2
% ’
by :% ﬂ%ﬁsen(nkx)dxj{cosz(:kkx) %_ Oz%sen(n kx)dx]

iz

0

nk 1 nk?

Nz

{(—1)n+1+1{_%cos(nkx) 1sen(nkx)}

}=i[—1“+ﬂ—$<—1>“=i

w1 1 &1
g(x)_zﬁsen(nkx) = f(x)—§+n;%sen(nkx)

n=1

d d
A —Sx<8

2 =%=75
0

3. Veamos ahora el siguiente ejemplo f (X) ={
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v

-d/2 d/r2

La funcién es par = b, = 0;

5 %2
=5 JAdx Zﬁd
* 5,

d
: 2A

: _[ A (nkX)dX Sln(nkX) (y 2AS|n(nkd] 2dA Sln(n 2}
a,== | Acos _ _2A 0

f(x)= Ad 2Ad2: (nﬁdJCOS[znnxJ

A & nxd A

A

Vemos que los coeficientes a, consisten en la clasica funcién sinc que, si recordamos de
oOptica, esta relacionada con la difraccion de Fraunhofer por una ranura. Habiamos visto
con anterioridad que la difraccion en campo lejano correspondia a la transformada de

Fourier de la abertura. Luego volveremos sobre este tema.

Ejercicio 3: Llegar al mismo resultado que encontramos usando la siguiente propiedad

Sea f(x) una funcion continua por tramos, con discontinuidades en los puntos X;.

Ademas su derivada f'(x) esta definida en todas partes excepto en dichas

discontinuidades; entonces f'(x Za §(x X; ) Donde g(x)es f(x) sin

las discontinuidades
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CLASE 4
FUNCIONES NO PERIODICAS

Hasta ahora habiamos analizado como representar funciones periddicas, veamos cémo
se puede hacer un desarrollo para aquellas que no lo son. Para ello comencemos con la

siguiente funcién que vimos con anterioridad

o Xr

|
N

IA

=

IA
N

v

-d/2 d/2
Vamos a escribir su desarrollo en serie en la forma compleja, de modo que
f(x)=3 CeM* Kk =27/4
N=—o0
A v sin[nkz‘)dJ
7 _[ f (X)exp(~ink,x)dx= 7 nkd

A 2

C,=

Si hacemos el gréfico de los C, tenemos

Ad/\g '\

M,

nko
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La separacion entre armonicos es AK = ‘kn — kn_l‘ = ‘I’lko —(n —1) ko‘ =kK,.

Ahora bien, si queremos una funcién no periédica podemos, por ejemplo, hacer tender el

periodo espacial Ay a «. Esto es, en el grafico solo aparecera la parte central, dejando de

ser la funcién periddica anterior.

En este caso Ak=k0=2—7Z ———> 0 = Ak—>dkyk,=nk, — Kk pasa
Ag—>© n 0

4o

a ser una variable continua.

Pensemos en un analogo oOptico en el que tenemos una red de difraccién constituida por

bandas oscuras y transparentes como la de la figura

Los o6rdenes difractados por esa red estaran separados de acuerdo a la frecuencia
espacial de la misma, cuanto mas alta mas separados. La cantidad de luz que va a cada
orden estara modulada por la campana de difraccion, que correspondera a la de una sola
ranura. A medida que vamos disminuyendo esa frecuencia espacial, esto es aumentando
el periodo, dichos 6rdenes se iran juntando. En el limite nos quedariamos con la luz
difractada por una sola ranura que coincide con la envolvente que antes modulaba los
6rdenes. Ahora los 6rdenes estan tan juntos que constituyen un continuo dentro de esa

campana.

Volvamos al caso que nos ocupa. Para ver que sucede en este limite escribamos

nuevamente f (X) con los coeficientes C, expresados explicitamente.
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f(x)= Z C,, exp(ink,x) = Z I f( )exp (—ink,x")dX" [exp(ink,x)

N=—o0 N=—o0 2 ,10 /

Ak _ 1

recordemos que
27

. Cuando /'io tiende a

0 0

J. L J.f exp(—ikx")dx"|exp(ikx)dk (15)

is

Este es el Teorema de la integral de Fourier

f() == [ F(em(ik)dk ; F(K)= [ f(x)e(-ikx)dx | ag

F (k) es la transformada de Fourier de f (X). Ahora Z —)I ylos C, > F (k)

Al igual que con las funciones periddicas, una funcion debera cumplir ciertas condiciones

para poder expresarla de esta forma.

i f (X) debe ser tal que I ‘ f (X)‘ dX<oo es decir, debe ser absolutamente integrable.

En realidad las funciones que no son integrables no tienen sentido fisico.
Este requisito no lo cumple en general ninguna funcion periédica. Por ejemplo una onda

plana, la usamos como herramienta pero no tiene sentido fisico; lo que haremos en

adelante para poder usar funciones tales como COS(kX) e'kX ... es tomar

f (X) =f (x).rect(g donde f (X) es la funcién que no es integrable. N
A

Por ejemplo, un voltaje V (t) =V, COS(W’[) I’ect(tA;[ j

»
»

encendido to apagado
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Las funciones con sentido fisico son aquellas que estan acotadas espacial y

temporalmente, es decir, cuando escribimos coseno, en realidad estamos usando una

funcion recortada que dura en forma limitada, pero nosotros medimos un At'<At de
manera de despreciar los efectos de borde. Por simplicidad no se trabaja

matematicamente con funciones limitadas, de modo que muchas veces i) se viola.

i) f(X) debe tener un namero finito de discontinuidades finitas

i) f (X) debe tener un numero finito de maximos y minimos en cualquier rectangulo finito

(o cubo si es tridimensional)

Propiedades y teoremas basicos

Vimos que F (k) = F[ f (X)} = J f (x)e‘”‘xdx . Esto también puede expresarse como

0

F[ f(x)]= f (x)cos(kx)dx—i_]i f (x)sin (i) dx =T [ £ (x) | =il | f (x)]

—0

donde FC [ f (X)} se denomina transformada coseno y FS [ f (X)} transformada seno.

Si la funcion es par ]Fs =0 siesimpar Fc =0
Resulta Gtil también saber como seréa la transformada a partir de las caracteristicas de la

funcion f (X) Podemos resumirlo en un cuadro.

F(x) F(k)

REAL Y PAR REAL Y PAR
IMAGINARIA'Y PAR IMAGINARIA'Y PAR
REAL E IMPAR IMAGINARIA E IMPAR

IMAGINARIA E IMPAR | REAL E IMPAR
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Vamos a enunciar algunos otros teoremas basicos

e [F

e F

100]=F(k) = B[ f(@0]=4F (%]

. TF|

”

:a f (x)+bg(x)}:aF(k)+bG(k)

K

f(x)|=F(k) = F| f(x+a)|=eF (k)

f(x y)\2 dxdy = j_f ‘F (kx,ky)‘zdkxdky

C. lemmi

Esta es la igualdad de Parseval que representa la conservacién de la energia.

Esto es el contenido energético de un campo coincide con el de su espectro.

. F[f(—x)}zF(—k)
o B[ 1 (x)]=F(K)

e Sj

f(x) e Re=> F*(k)=F(-k)

e Silafuncion es separable, esto es, si

t(xy)=f (x).g(y):»ﬂr[t(x, y)]zw[f (x)]lF[g(y)}

e Teorema integral de Fourier

En todo punto donde no exista discontinuidad

F| B2 £ (x)]|=F B[ (x)]|=f (x

:F‘l[F(k)]ziE[Zf(x)exp(—ikx)dx]exp(ikx')dk:
:_Ojo f(x)-%:}O exp(—ik(x—x"))dkdx=f (x) = %_Of exp(—ik (x—x"))dk = 5(x—x’)
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Ejemplos de transformadas

Veamos ahora algunos ejemplos sencillos
1. f (X) = 5(X—XO) es la delta de Dirac =
F| £(x)]= [ f(x)e ™ dx= [ &(x—x))e ¥dx=e"%

410 4 IF®)]

»
»

Xo X k

Vemos que la transformada de la delta es una constante. Desde la dptica este es
un resultado conocido; una fuente puntual en el « da lugar a una onda plana. Si
bien este ejemplo constituye un extremo, vale para ver que el ancho de la
transformada es inversamente proporcional al de la funcion. Esto en cuéantica da
lugar al principio de incerteza; pero es una propiedad general entre variables
conjugadas de Fourier. Asi, por ejemplo, si tomamos las variables {y v (tiempoy
frecuencia) llegamos a que el contenido de frecuencias de un tren de ondas es
inversamente proporcional a su duracion. Esto es, si tenemos una onda
monocromatica (V es una delta) el tiempo de duracion de la misma es . En el otro
extremo, un pulso de muy corta duracién (por ejemplo un relampago) tiene un
ancho de banda muy grande. Por esta razon el relampago o un chispazo en

general, introduce ruido en todas las estaciones de radio.

gl el g loe) g kx| 817 ikox
2. f(x)=cos(kyx—&)= == "+ = ™0

A1 (x)]=%

F[eikoX}r%]F[e“kox}

pero de acuerdo a lo anteriormente visto
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]F[ } je"‘xe tx gy = J'e o g — 278 (k—Ky)

Analogamente

F[e‘ikox } = T e "o*ekxdx = T e P gy = o 5(k+ky)

= F[f (X)}

(k=K )+727r5(k+k )

Si € =0 es la transformada del coseno

F[cos(kox)}zwz 5(k2_k0) +5(k:ko)
A f(X) A F(k)
-ko Ko g

Si & =/ 2 es la transformada del seno

Bin(lx)|=ize] -2 Kol S o)

Aca se debe tener cuidado en como se grafican las deltas ya que son imaginarias.
En muchas publicaciones figuran graficadas como T»L sin considerar en qué plano

estan
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f(x)

AT

Ejercicio 4. Demostrar que la transformada de un peine de Dirac es otro peine de Dirac

Convolucion y correlacion

Vamos a definir ahora dos funciones que resulta importantisimo conocer cuando uno
trabaja con transformadas de Fourier. Por ahora solo veremos su interpretacion

matemaética, para luego aplicarlas en problemas de difraccion y sistemas lineales.

e Correlacion

Se define la correlacién entre dos funciones f (X)y g (X) como
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qu(X)=f(X)Og(X)=IOf(§)g*(;’—x)d§ (17)

Si f (X) =g (X) se denomina autocorrelacion.
Examinemos el proceso que realiza esta operacion en forma gréafica ya que no resulta

obvio. Para ello estudiemos la autocorrelacion (; (X) de la funcién

Ri(@)
f(<)= rect(gj
4 >
-2 0 2 ¢
Ahora bien, la funcion corrida en x sera
+1(C-x)

f (& —x)=rect (%}

2+4x 10 x 2+x €

Vamos a resolver geométricamente la integral (17) para comprender que significa.

Para cada valor de x la funcién f (é’—X) se correra y se superpondra mas o menos

a f (Cj) dando como resultado un area mayor o menor de solapamiento. La integral

sera el valor de esa area.
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f(©) ‘ 1 fEx)

I — T T T T T>»
4 -3-2-1 0 1.2 34 g
44
0l&(X)
3
2
1
T 1 T

El ancho de la correlacién es siempre mayor que cualquiera de las dos funciones

intervinientes y su forma es mas suave.

e Convolucién

Se define la convolucién entre las funciones f (X)y g (X) como

culx)=F(x)ea()= [ f()al-g)oe | 0

Veamos ahora un ejemplo gréafico de convolucién

A
-3 f(©)
f(¢)= ramp[%]-step(g_—l] )
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9(¢)= rect[é’VT_lJ

v

9(-¢)= rect(_i_lj

T »

T
-3 -2 -1 0 1¢

Nuevamente aca para obtener la integral (18) deberemos multiplicarf(é/)por

g (—é’ + X) y ver cudl es el area de superposicion para cada valor de x. A medida que

X cambie, el rectangulo que representa g(—é’) se ira desplazando y dicha area de

superposicién variara.

2 ()
g(-C+x) |1 /

A~
1
w_
1
N -
1
=
(@)
=
N 4
w
N
J\(V

Crg(X)

! \

] >
X

De -1 a 2 crece en forma parabdlica, se mantiene constante de 2 a 3 y luego decrece

parabdlicamente pero con la concavidad cambiada.
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Debemos tener en cuenta que las condiciones para que qu (X) y Cfg (X) existan son

basicamente que el area de superposicion esté bien definida.

Veamos ahora algunos teoremas fundamentales:

o f (x)®g (X) =0 (X)@ f (X) conmutatividad

(
(
o f(=Xx)®5(x-a)="f(—x+a)
. f(x)of(x)=Tf(x)0f(-x)
« f(X)Og(x)=g(x)O f(X) en general no es conmutativa
« f(x),9(x)eR = f(x)O0g(x)=9(-Xx)Of(-X)
« f(x).g(x)eR ; g(x)=g(-x) = f(x)®g(x)="f(x)0g9(x)
. F(X)®g7(x)="f(x)0g(—X)
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lll. DIFRACCION DE FRESNEL Y FRAUNHOFER - PROPIEDAD
TRANSFORMADORA DE LAS LENTES

CLASE 5
INTRODUCCION

Volvamos ahora a los temas de Optica que nos ocupan, pero tratemos de comparar las
expresiones anteriormente obtenidas con las funciones matematicas que hemos
estudiado.

La operacion convolucion en dos dimensiones puede expresarse como

o0

Co(%Y)=T(xY)29(xy)=] [ 1(£m0(x=¢y-n)d<dn

—00

Comparemos esta ecuacion con la expresion para el campo en un punto Po segun la

integral de difraccion en la aproximacion de Fresnel

= (r30) = [ E o3 2=0) “51 Vg [0 00 vty
h

La integral puede extenderse a o0 ya que E(Xl, Vi, Z :O):O fuera de 2 . Vemos que

entonces es posible escribir
E(xo, yo)z E; ®h

Volveremos sobre esta expresién cuando veamos sistemas lineales.
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Analicemos ahora la ecuacion obtenida en la aproximacion de Fraunhofer

_exp(ikz)

.k i X
E (% Yo) =~ exp(lz(x(?+y§)jIZIE(X1,y1)exp{—12ﬂ(ﬂ—°z m% ylﬂdxidyl

Si la comparamos con la transformada de Fourier bidimensional

i . 2 2
F[f (X’ y)} =] ] f (X’ y) eXp[_l(kx X+ky Y)]dXdy con K, =7ﬂ ; ky =/1—7r
—00 « y
fX Eﬁ:i
Si definimos las frecuencias espaciales como éz /1]?( entonces
:—O:_
fy= Az A
explip(X,, Yy, Z
)= LN D )]
11z Ty

EJEMPLOS DE DIAGRAMAS DE DIFRACCION

A fin de aclarar un poco mas estos conceptos veamos algunos diagramas de difracciéon

basicos y de suma importancia.

Ejemplos en la aproximacion de Fresnel

Comenzaremos analizando el fendmeno de difraccion en la aproximacion de Fresnel. Se
debe resolver cada caso con un tratamiento particular ya que debido a su complejidad no

existe un tratamiento general.

Habiamos encontrado que la expresion para el campo en un punto (Xo,Yo) era:

E(%)=$IZIE(X1, yl)exp{i%[(xo %) +(¥o —yl)z]}dx1 dy,
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Abertura rectangular

Comencemos estudiando el caso de la abertura rectangular. Podemos escribir

E(X. V)= rect(%). rect(%]

N %
E(Po)zw Jjexp{i%(xo—xl)z}dx1 fexp[i%(yo—yl)z}dyl
2 /2

Hagamos el cambio de variables

:\/%(xl—xo) = dxlzdu\? ; v=\/g(yl—yo) = dylzdv\?

Los limites seran

2 TZ\ 2 nz
a k (a . b _ |k (b_
2 7% E{z_XOJ 2 T E(z yoJ
Entonces
exp(ikz) 7z V2 T Zj
E(x, —— 2~ [exp|i=u” |du [ exp|i=Vv- |dv
(%, ¥o) = P kI p(zj Jp(z
Uy Vi

u
Es conveniente llevar estas integrales a la forma I , esto es
0

U s

Uy

u

f

(XO yO e|kz [
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Hemos hecho esto porque existen dos funciones, extensamente estudiadas y
cuyos valores numeéricos se hallan tabulados, que se pueden aplicar a la
resolucion de este problema. Dichas funciones son las llamadas integrales de
Fresnel y actualmente forman parte de muchos programas de célculo (ver por

ejemplo http://mathworld.wolfram.com/Fresnellntegrals.html)

C(w)= Icos[%w'ﬂdw' ; S(w)= visin (%w'zjdw'

Ahora bien, en nuestro caso

Jofse ooz Joectise) v

E(xo,yo):ei%{[c(uz)ﬂ S(ua)-C )15 [ S 41 (v2)-C(w) -1 S(w )
E(%, yo):%{c(uz)—c(ul)}ﬂ [S (uz)—s (ul)}H[C (vz)—C(vl)}Jri [S (vz)—S (vl)}}

(% %0) = & [c(uz)_c(ul)f+[s(u2)_s(ul)}

Solo por completitud mencionaremos que histéricamente se solia recurrir a la
construccion grafica denominada espiral de Cornu (Francia 1841-1902) para la

resolucion de este tipo de integrales.
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Z(wy) - Z(wo)
U 2

Wo es el largo de la
1

1 curva

1

. C(w)
0.5 C(wi1) C(wo)

Definamos un niimero complejo tal que

Z(W)=C(w)+iS(w)= Icos(%w'zjdw'ﬂ Isin(%w'ﬂdw'

Sea dl un diferencial de arco a lo largo de la espiral, entonces

2 2
dI2=dC2+dS2 = [SI_VCVJ J{S_\?vj ]dwz:{cosz(%wz}rsinz(%Wzﬂdwz —dw?

= dl=dw
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Las representaciones de W, siendo este un nimero arbitrario, y la correspondiente a
Z(WO):C(WO)—i-i S(WO) pueden observarse en la figura. Del mismo modo puede
graficarse Z (Wl)—Z (WO) = [C (Wl)—C (WO )} +i [S (Wl)— S (WO )] . Pero esta
Ultima expresion es justamente la que aparece dentro de cada llave de la ecuacién

correspondiente al campo E(XO, yo)' Por otra parte cada llave de la ecuacién que

describe la intensidad | (XO, yo) no es mas que ‘Z (Wl)—Z (WO )‘2

Veamos entonces que sucede en el caso de nuestra abertura rectangular.

Recordemos que:

k k .
—a ;, V,~V=,/— Db encontramos expresiones que
Tz

Si hacemos U, -u;= .
T

son independientes del punto de observacion, s6lo dependen de la geometria de la
abertura y son las que determinan el largo de la curva sobre la espiral (no su

posicién). Por ejemplo

on'a/2:>u;|_=0

X0=O:>U2=-U1

Z(uz)-Z (uy) L
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Veamos qué sucede en algunos casos limite.
Supongamos primero que Z es tal que el punto de observacion esta muy cerca de la

abertura; esto es, un Z muy chico pero lo suficientemente grande como para que siga

. . f k
valiendo la aproximaciéon de Fesnel. En este caso _Z es muy grande y podemos
T

tomar
—00 x0>—% —00 x0>%
u, = M Vg
a a
00 X0<—§ 00 X0<§
b b
—00 y0>—§ —00 y0>§
v, = p o V2= b
o0 y0<—§ o0 y0<§
Los valores en la espiral de Cornu seran:
1 a 1 a
—= X >—= —-= X >+
~) 2 2 ~) 2 2
C(uy)=S(uy)= ) o C(uy)=S(u,)= ) .
2 0772 2 0%3
1 b 1 b
-5 Yoo 5 -5 Yo~ 5
~) 2 2 ~) 2 2
C(v)=5S(v)= . . C(v,)=S(v,)= . "
2 o573 2 =3

Substituyendo estos valores en la expresion hallada para E(XO, yo) tenemos

oty 2 ML)

= M 2i=exp(ikz) rect(%j rect(%j

21
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E(Xo’yo)‘ =0

o
2

al.
2 Yo~

XO>

Vale decir que es la sombra geométrica de E(Xl, yl), lo que es un resultado conocido

Ejercicio 5: Analizar el diagrama de difraccion de Fresnel para una pantalla semi-infinita

Usualmente la difraccion de Fresnel puede calcularse numéricamente en base a la
Transformada Répida de Fourier (FFT). Este es un algoritmo que permite computar muy
velozmente la transformada de Fourier. Sin embargo si escribimos la ecuacion que

describe al campo en la aproximacion de Fresnel como

E (% Y,) :w exp[i%(xg + yé)}jsz(xl, yl)exp[i%(xl2 + yf)}

*

k
-eXp[—l;(XoXﬁyoyl)}dxl dy,

vemos que podemos interpretarla como la transformada de Fourier del término sefialado
con la llave, o sea del campo en la abertura por un factor de fase cuadratico. Para mas
detalles puede verse el trabajo [Appl. Opt. 38, 7085 (1999)].

Ejemplos en la aproximacion de Fraunhofer

En esta aproximacién veremos los diagramas generados por una red cuya amplitud varia

sinusoidalmente, una cuya fase varia sinusoidalmente y una abertura circular.

En general resultara atil introducir el concepto de funcion transmision t(X, y)

Eo(Xf)/)\.
\

t(x x)=%=\t(x,x)\ Gt

E(x,
t(x’y)\\ x.y)
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Cuando ¢ =0 el objeto es solo de amplitud, y cuando‘t(X, X)‘ =1 el objeto es so6lo de fase

1. Red de amplitud sinusoidal

t(xy)= E+%cos(2n fox)} rect[gJ rect(%)

El factor %2 se debe poner para evitar transmisiones negativas, fo es la frecuencia

espacial de la red. Las funciones rectangulo dan cuenta del tamafio finito de la red y

0<m <1 es la modulacién.

FY-----1/2

v

3

7\,0 = 1/f0

Supongamos que sobre la red incide normalmente una onda plana, monocromatica de
amplitud unitaria = E, (X, y) =1 = E(X, y) :1-t(X, y). Si no fuese asi

deberiamos incluir una amplitud y una fase debida al &ngulo de incidencia

Ak ik-n
N n A€

Ahora bien, en la aproximacion de Fraunhofer teniamos que

_eofio(%,%.2)]
11z

E (% Yo) F[E(x.Y,)]
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Calculemos entonces F[t(x, y)] Para ello vamos a desarrollar el coseno y

emplearemos las propiedades anteriormente vistas

IF‘['[(X, y)] = IFE+% exp(i2z fox)+% exp(—i2z fox)}@ﬁ‘{rect(i)- rect(%ﬂ

a

En el producto de los rectangulos no hace falta aplicar la convolucién dado que son

variables separables. Calculemos entonces las transformadas

F[ﬂ =jjj;%exp(—i27z fx)exp(-i2z fyy)dxdy=%5( fof,)

conviene recordar que J' e—ikx dx :2;;5(k) pero existe una propiedad de las deltas que

1

g

F[%exp(iZ;z f,X) }:ji%exp[—mﬁ( f— fo)x]exp(—i2z f,y)dxdy =

establece que §(cte-x)=——5(X) = 27:5(k)=27r5(27zf)=5(f)

m
=Z5(f — f f)

X 0r "y

Andlogamente

m . m
F[Zexp(—IZn f,X) }:25(fx+fo,fy)

Por otra parte tenemos que
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]F{rect[ -rect } T rect[ijexp(—iZﬂ f,x)dx - T rect(%)exp(—iZﬂ fyy)dy:
a a

—00 —00

b

az . 2 .
= [ exp(-i2z f,x)dx - | eXp(—|27r fyy)dy=

,% A
- f[cos 27 f,x)—isin(27 f,x)]dx - j [cos(27rf y)-isin(2x f, y)]dy:
g /
_Jsin(27 fxx)% cos(27 f,X) sm 27rf y COS(Z;r fyy)% )
2z f = 272'f I27z—f -
X 74 , _%
:sin(n f.a) sm(ﬂf b)—absmc a) smc : b
ﬂ'fx 7z'f
Asi pues
Flt(xy)]= [ (f — 1, f )+%5(fx+fo’fy):l®

®absinc(f.a )smc(f b)

:—smc(fyb)[smc (f.a) %sinC((fX - fo)a)+%sinc(( o+ fo)a)}

sin(7 px)

Teniendo en cuenta que SinC( DX) = tiene el maximo principal en X=0

T PX

y el primer cero cuando 7 PX=*7 = Xzi%, grafiqguemos E(XO, yo)
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D
)

VaV/ B VaN A\ ,
/V 1/a /V 1/a
1/b b 1/b fx

Si ay b tienden a infinito entonces las funciones sinc tienden a ser una delta. Por otra

2 . . .
parte dado que f;> — laintensidad sera
a

2IW2

I :E.E*:ﬂsincz(bf ) sinc® (a f )+m—zsinc2(a(f _f ))+m—zsinc2 (a(f +f ))
4 1%7? Y g x 0 4 x 0

ya que los términos cruzados se pueden despreciar por estar las tres funciones sinc
centradas en puntos muy alejados. Vemos entonces que una red cuya transmision en
amplitud varia sinusoidalmente da lugar al orden 0 y solo al +1. Obviamente siempre

gue do>>A que es una de nuestras hipétesis de trabajo.

Examinemos este resultado que es muy importante. Habiamos visto que las

frecuencias espaciales que aparecian en la expresion de la transformada de Fourier

eran
=0 —
fx =77 = X0 = fXﬂZ
— y
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Por otra parte acabamos de ver que un objeto con frecuencia espacial f0 en el gje x
produce méximos de difraccién centrados en f, =+f;, estoesen x, = f,Az.

Ahora bien, si tenemos una red de difraccion de periodo d, esto es de frecuencia f;,
la ecuacion de la red para incidencia normal predice la posicion de los 6rdenes +1 en
S|n0: m/l fO m=1 :ﬂ’fO pero

_—

sin@ =

% ﬁ=ﬂbf0 = X, =Af,z
i

— =
Z

Vale decir que cada frecuencia espacial presente en el objeto contribuird con un orden
en el plano transformado, cuya posiciébn estara univocamente relacionada con su
frecuencia espacial y la orientacién de la misma. A la inversa, si nosotros montamos la
experiencia de Young de forma tal que la separacion entre fuentes sea X, a una
distancia z obtendremos una figura de interferencia cosenoidal con frecuencia
_%

Vra

Este ejemplo que acabamos de ver es muy importante porque, de acuerdo a lo que

fO

estudiamos de Fourier, una funcién arbitraria (por ejemplo una imagen en una
diapositiva) la podemos descomponer en senos y cosenos de distintas frecuencias y
orientaciones, por lo tanto podemos imaginarla como conformada por una
superposicion de redes sinusoidales de amplitudes, frecuencias y orientaciones
distintas; ahora ya sabemos como se comporta cada una de ellas en el plano

transformado.

CLASE 6

Es muy comun decir que una red sinusoidal produce sélo tres érdenes difractados, el 0, el
1y el -1. Debe remarcarse que esto es cierto si la red es de amplitud. Para estudiar qué

sucede si lo que varia sinusoidalmente es la fase, veamos este segundo ejemplo.

2. Red de fase sinusoidal
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Sea un objeto con transmision
: 1 X y
t(x,y)=expqikm A+Ecos(27zfox) rect - rect o

Una forma de hacer esto es, por ejemplo, modelando un sustrato transparente con
una forma de superficie ~ (~""""N"N  Otra, es elaborar una placa de

un material transparente pero cuyo indice de refraccién varie de forma sinusoidal

(cuando estudiemos materiales de registro veremos esto en mas detalle). El término

iA
e puede eliminarse ya que es un factor global de fase.
Para resolver este problema es conveniente usar la siguiente ecuacion (Table of

integrals...... Gradshteyn, pg 973):

N=—o0

exp(iacosf)= 3 J, (a)exp(i ngjexp(i no)

Donde Jn (a) es la funcion J de Bessel de primera especie y de orden n.

Entonces podemos escribir

t(x,y)= ni J. (%) exp(i %[J exp(in2zfyx) rect(zj rect[%)

a

donde p =km es el factor de modulacién de fase.
Como en el ejemplo anterior, consideraremos que incide hormalmente una onda plana

monocromatica de amplitud unitaria.
S Yo . Nz .
E (% Yo) < F[t(x,y)]=D"J, (Ejexp(l 7}]F[exp(| n2zfx)|®
®a.b.sinc(a fx).sinc(b f

)
pero ]F[eXp(i n2z fox)] = 5( f,—nf,, fy) con lo cual tenemos que

[ee]

F[t(x y)]=a.bsinc(bf,) > J, (%Jexp(i%[jsinc(a( f.-nf,))

N=—o0

63



Optica de Fourier C. lemmi

Nuevamente se obtienen érdenes en el eje fX centrados en los puntos N fo y de

ancho 2/a. Vemos que la separacion entre 6rdenes asi como su ancho es una
cuestién geométrica ya que es igual en la red de amplitud, sin embargo aca aparecen

6rdenes superiores y la amplitud de cada uno de ellos esta determinada por la funcion
Nz

j——
J, (gje 2 Suponiendo nuevamente que f, > 2
a

1(x,y)= [i—bsinc(b 13)}2 . i J?2 [%j.sincz (%(xo —n/lzfo))

z nN=—o0

Con este tipo de redes es posible distribuir mas energia en los 6rdenes laterales que

en el central, segun el P elegido.

3. Abertura circular

Vayamos ahora al caso importante de las aberturas circulares (recordemos que la
mayoria de las lentes lo son). Debido a la simetria del problema hagamos las

siguientes consideraciones.

N
/r/ A} YOI fy
rj_ p
e Xl o X01 fX

— j Z —

f fy difieren de X;, ¥, en un factor %z
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f
y o = arctan (—y)
@ = arctan (ij f

X

t(x, y,) =t(q)=circ(£):{; h<a

Nuevamente sobre la abertura incide normalmente una onda plana, monocromatica de

amplitud unitaria

0

E (%, Yo) = F[ (% 1) ] = [ [ 1% v2)exp| =i 27 (f,x,+ f,y,) |ox, dy,

—00

Tengamos en cuenta que

X, =rcos@ ; f =pcosa
y,=rsing ; f =psina ; dxdy =rdrdo

Ft(r)]= 2ﬁcirc(%)exp[—i 27t p1,(cosacosf+sinasing) |, dr, d6 =
00

= Icirc(%j rlﬁrexp[—i 271, peos(6—a) |d |dr,

Expresemos el término entre corchetes en una forma alternativa, para ello

recurramos a las funciones de Bessel
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=—n 27

Jn(x):lz—ﬂ.[exp(ixcos¢)exp(in¢)d¢ paran=0 JO(X):%TeXp(iXCOS¢)d¢

0

X — 2mpr

Luego si identificamos tenemos que d@=d@ v los limites de
s { b > O-a que d¢ y

integracion que para @ eran de 0 a 2z pasan a ser para #de —a a 27—«

Por otra parte, teniendo en cuenta que el signo de la exponencial no tiene

importancia por ser Jo una funcion par y que integrar entre 0y 27 6 entre —&¢ y

27 —a es igual por ser una funcion de periodo 2z . Entonces podemos escribir

F[t(r)]= Zﬂzcirc(gj rJo (27 pry)dr,

Esta es la transformada de Fourier-Bessel. Luego

Ft(r)]= Znirl Jo (27 pr;)dr,

Llamando U=27T1, p ; du=27 pdr, tenemos que
272- 2rap
Fit(u)|=——— [ uJ,(u)du
pero existe una propiedad de las funciones J de Bessel que establece que
2rap
d n+ n-+ 27T
E[U 1 ‘Jn+l(u):| =U ! ‘Jn (U) = F[t(U)J = WU Jl(U)
0
Entonces
exp(ikz) (. kr?)Aza (Zﬂaro)
E(X,Y,)=——= J
(%:%) i1z exp(l 2z ) r, '\ Az
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I . , .
donde se tuvo en cuenta que p = 2—0 . La intensidad vendra dada por
Z

Jl(karo

L)

Z
kar,

z

12

N

22

Se elige agruparlo de esta forma para que la expresiéon entre corchetes tienda a 1

cuando I, tiende a 0. Veamos algunas caracteristicas de esta figura conocida

como diagrama de difraccion de Airy.

1.00

0.75

|(r0)/|0 0.50

0.20

0.00

-5

-1

-2

0

2

22337 12207 K.a.ry/z

1635t 2.679n

Vemos que la intensidad de los maximos decae muy rapidamente. El 84% de la

energia total esta concentrada en la campana central y el 91% de la misma si

incluimos los primeros maximos secundarios.

Teniendo en cuenta lo visto analicemos el poder resolverte de una lente.

Supongamos para ello que tenemos un telescopio con el que observamos dos

estrellas que se hallan muy cerca una de la otra
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Z=fob

estrellas

En el telescopio z = fop ; el ocular sélo se usa para ver adecuadamente la imagen
que se forma en el plano focal del objetivo, pero lo que el objetivo no resuelva no
lo podra resolver el telescopio en su conjunto.

Ahora bien, las dos fuentes (estrellas) son incoherentes por lo tanto la intensidad
total sobre el plano focal del objetivo sera la suma de las intensidades que produce
cada estrella. La luz proveniente de cada una de ellas sufre difraccién en la
abertura circular que constituye la lente Ob, en consecuencia producira un
diagrama de Airy. Cuando las estrellas estén muy proximas se superpondran
dichos diagramas y no podré resolverse la imagen.

El criterio de Rayleigh establece que dos puntos estan justamente resueltos
cuando el centro del diagrama de Airy que produce uno coincide con el primer
minimo del otro. Lo que sucede con los otros maximos no tiene importancia debido
a su baja intensidad.

Habiamos visto que el primer minimo se producia en

K& 1007 = _1.202%
Z 2a

i Az
1min
r-O

En este caso 2.a es el didametro de la lente y z = fop, su distancia focal. Entonces

Af
si observamos el dibujo vemos que AL . =1.22—% ¢ escrito en términos
_ A
angulares, y aproximando la tangente por el angulo A@,;, =1.222—a
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Ejercicio 6: Considere una distribucion de particulas idénticas como en la figura, su
espaciado es a y b periddico. Calcule el diagrama de difraccion de Fraunhofer que
produce teniendo en cuenta que el diametro de las particulas es d

N, particulas

N, particulas

Ejercicio 7: Dibuje cualitativamente el diagrama de difraccidon de Fraunhofer de las
siguientes aberturas. Discuta los mismos en base a las propiedades de las
transformadas

PROPIEDADES DE TRANSFORMACION DE UNA LENTE

Con anterioridad habiamos visto que la integral de difraccion de Fresnel venia dada por

1
A
exp(ik z) k 3
H 2 2
E(X Yo)= o exp[lz(onryO)}
K .k
[TE (4 v, )exp —I;(Xoxl+yoy1)]exp[lz(><f+yf)}dxldy1
N v
——
2

y que el término 2 era la transformada de Fourier de E(xl,yl) a menos del factor

i K (x21y2
27 Xl yl
e . También vimos que una de las posibilidades para eliminarlo era pedir

Z >>g()(12 + ylz) esto es, estar en las condiciones de difraccion de Fraunhofer. La otra
Max
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-ig v

consistia en introducir un factor de fase € . Vamos a estudiar ahora que

dicho factor de fase es justamente el introducido por una lente convergente.
Efecto de una lente sobre un frente de ondas

Cuando un haz de luz atraviesa un elemento constituido por un medio transparente (en el
caso de las lentes generalmente es vidrio), su amplitud permanece casi inalterada pero su
distribucion de fase puede variar fuertemente, dependiendo de la forma de dicho

elemento. Consideremos el siguiente dibujo

Luz

n=1 n=1

Ao z

Si sobre el elemento incide un campo E(X, y) a la salida tendremos un campo

E '(X, y) =E (X, y)-t(X, y) . En una dimensién la fase introducida por t(X, y) sera

#(y)= k[nA(y)jtl(A0 —A(y))] =k A, +k(n-1)A(y)
k(n—l)A(y) es el desfasaje que sufre el rayo con respecto a otro que hubiese viajado

la distancia A, en aire. Obviamente dicho desfasaje depende de A(y), esto es, de la

forma del elemento transparente. Veamos entonces la expresion de A(y) para una lente

esférica
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v

(R12_y2)1/2
Zc

Vamos a introducir una convencion de signos: la luz incide desde la izquierda y las
superficies convexas que encuentra ( —)( ) tienen radio positivo, mientras que las

concavas ( —> ) ) lo tienen negativo. Por ejemplo en una lente () la primer superficie

tiene radio positivo y la segunda negativo. Vamos a separar entonces la lente en dos

partes. Sobre la primer superficie tendremos:

- R _ 2 _
_ii Y A(y)=2-7, =, R 1

Esto, para simplificar, lo hemos planteado en una dimensién pero suponemos que tiene
simetria de revolucién (en el caso de tratarse de una lente cilindrica, convergente,

obtendriamos la transformada de Fourier en una sola dimension). Entonces
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X° +y?

2

X2 +y?
2
RZ

A(X,Y)=A" (X y)+ A% (X, Y)=Ay +Ay, —R [ 1- [1- +R,|1- [1-

Ay +Aq, =A, es el espesor en el centro de la lente.

Esta expresion es muy compleja y suele utilizarse su aproximacién paraxial, esto es, para

2 2 2 2
, X°+ X°+
X,y pequefios. En este caso 1_R—2y ~]1- 2R2y . Asi resulta

En consecuencia la fase introducida por la lente sera:

¢(x,y):kA0+k(n—1){Ao_M(i_iﬂzknAO_k(n_l)xz+y2 (i_i}

R R 2 (R R
Recordemos la férmula del constructor de lentes que relaciona las propiedades de la lente

(N, RiYRy); %: (n —1)(i—Rij. Con lo cual la expresion para la fase queda

2

k(x2+y2)

#(x,y)=knA, - Y

Cabe destacar que a pesar de la eleccion de la forma () de la lente adoptada para esta

deduccién, la expresion de la fase es valida para cualquier combinacién de radios,
siempre que se tenga en cuenta cuales son positivos y cuales negativos. Segun su

geometrl'a tenemos que:

Tienen f >0
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Tienen f <0

En general entonces el factor de transmision de una lente sera:

t, (% y)=P(xy)-exp[ik nAO]-exp{—i%(X2 + yz)} (19)

P(X, y) es la funcion pupila y tiene en cuenta absorciones, el tamafio de la lente y

. . . iknA
desfasajes introducido por aberraciones. El factor € ° es una fase constante y por
ello suele no tomarse en cuenta.

Analicemos el tercer factor. Habiamos visto que en la aproximacion de Fresnel una onda

.. A Likr . ., L. A . iL(x2+y2)
esférica —-€ era reemplazada por su aproximacion cuadratica “gikZ a 27
' z
Consideremos que sobre una lente incide normalmente una onda plana de amplitud
iknA
e

unitaria; por el momento no tendremos en cuenta el factor P(x, y)- 0 . Entonces

(o)t -o] v

Vemos que este término puede considerarse como una aproximacion cuadratica a una
onda esférica que, si f >0 converge al plano focal detras de la lente (justamente f >0
corresponde a lentes convergentes) y si f <0 la onda diverge de una fuente virtual situada

a una distancia f delante de la lente (en este caso la lente es divergente)
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Lente convergente Lente divergente

~ -

CLASE 7

Transformada de Fourier de una transparencia mediante una lente

Vamos a estudiar ahora cual es la figura de difracciéon de una transparencia a través de
una lente. Analizaremos dos casos: cuando el objeto esta delante de la lente y cuando
esta detras de la lente.

Para realizar esto vamos a utilizar la integral de difraccion de Fresnel en una dimension y
luego generalizaremos los resultados obtenidos a dos dimensiones. En ella
denominaremos, de forma genérica, con variables sin primar a los puntos desde donde se

parte en el calculo y con variables primadas a los puntos de llegada, esto es:

~_ exp(ikz) kx? )¢ kx® (__kx'xj
E(X')=————>-exp|i > _[OE(X) exp| 1= |-exp| - dx

\ 4
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e Objeto delante de la lente (fuente en el infinito)

Consideremos la siguiente disposicion

I3
=
1S

Xo XL Xd

v

do d
I

A 4

Primero debemos efectuar una propagacion libre desde el objeto situado en el plano II,

hasta el plano de la lente TT . Entonces, segun la convencién adoptada deberemos hacer

los siguientes reemplazos en la integral

iAd

(o]

Debemos considerar que E(X,)=E,-t(X,).

Al atravesar la lente tendremos

=)= £ (x) () P(x Joo 4%

z=d, _ . 2
X=% = E(X[):M'exp(iﬁﬁE(&)-exp(i%}-exp[—i—k )(;LXO
X

Ahora haremos nuevamente una propagacion libre desde el plano de la lente TT_ hasta un

plano genérico I14 situado a una distancia d de la lente.
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| exp(ikd,) kx? )¢ K x? K X X,
.J[Tdoexp I2d: _LE(XO)-exp I2do -exp _Id—: dx, |-

Ahora bien, utilicemos el siguiente resultado

Zexp[i(axz ~bx) dx :\/g-exp(i%)-exp(—i Z—;J

k(1 1 1 X, X
Con lo cual si tomamos a——(— ———j ; bEk[d—o“‘—dj ) P(XL)

I
|

d d, f d

tenemos que:

E(Xd):exlo['ik(d +do)]exp(ik2—)jje>(p(i%j I V3

i4,/dd,

i
0 2
.IE(XO)-exp(i l;;("}exp —i d, d dx

(o]
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Esta integral se simplifica bastante si elegimos la distancia a la que ubicamos el plano IT4
igual a la distancia focal de la lente. Entonces d = f ; x,=x; ; Il =II;

En este caso

E(x,)= exp[ii% d,)] _exp{i%(l_%ﬂexp(i%j ]O E(Xo)exp(_i k xff X, )dXO

—0

2 . . X -
Recordando que k = 7” y que la frecuencia espacial fXf = /1—ff podemos escribir

o0

F [E(x,)]= I E(xo)exp(—i 27rfxfxo)dx0

—00

Con lo cual llegamos al resultado final, que en dos dimensiones toma la forma

exp|ik(f+d,)]
iAf (20

1,, LECrYe)] )

E(xyi)=

F,

-exp| i

k(xf+yf) 1_d_0 .
2f

X f

Vemos entonces que el campo en el plano focal de la lente es, a menos de un factor

global de fase, proporcional a la transformada de Fourier del campo que emerge de la

: . . . . 1 .
transparencia. Como lo que se mide, en general, es la intensidad | =E-E"=——1F-F

Arf2
el factor global de fase se elimina. De todos modos vemos que si ubicamos el objeto en
do = f entonces E<Xf ' Y5 ) es la transformada de Fourier de E(Xo, yo) por una

constante ya que el término cuadratico de fase también desaparece, dando la

transformada de Fourier exacta.
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Otro caso particular a considerar es cuando el objeto esta contra la lente. Basta tomar
para ello do =0.

Para llegar a la ecuacion (20) hemos supuesto P(XL,yL):l despreciando el tamafio

finito de la lente. Si asi no lo hiciéramos el campo en (Xf ' Y5 ) seria

ik [ X, X : . Y
JIP(XL,yL)-exp E(xhyf)—lk d—+Tf x, —ik g—+Tf y, dx_dy, tdx, dy,

—0 0 0 0

Si queremos extraer P(XL,yL) fuera de la integral encerrada entre llaves, lo que

debemos hacer es proyectar la pupila sobre el objeto y expresarla en coordenadas de

(Xo, Yo ) . Para ello analicemos el siguiente dibujo:
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Dado que el punto (Xf ) yf) se halla en el plano focal, la luz que arriba a dicho punto

provendrd de un haz paralelo cuya direccidbn estd especificada por los é&ngulos

X Yy
a= T , B= T . Sin embargo de todos los rayos que viajen paralelos a dicha direccion

s6lo algunos entraran en la lente, debido a su tamafo finito. Los que entren seran

justamente los que estan contenidos en la proyeccién hacia atras, en la direcciéon @ ; 3,

de la pupila. Esto nos delimita en el plano objeto Ho cudles son los puntos que

contribuyen a la formacion del punto luminoso (Xf ) yf). Si suponemos que en dicha

proyeccion no hay deformaciones, entonces sobre el objeto, la pupila estara centrada en

Xf. yf
el punto XO:_dOa:_doT’ yo:_doﬂ:_dOT.

Ahora podemos extraer P(XL, yL) fuera de la integral encerrada entre llaves, la cual se

resuelve de igual modo que demostramos anteriormente. Asi se obtiene

exp[ik(f+d, k(X7 +y7 d
E(xiy)= [ i/(If o (f2f ! T
d,X; d, Y 1)
fof’f” E(X.Y,) P| X, + - Y, + .

e Obijeto detras de la lente (fuente en el infinito)

Analicemos ahora el caso del objeto ubicado a una distancia d, del plano focal de la lente
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IT, I, N
A
XL X Xf
_______ A
____________________________ .
_______ »\J | dy L
| —] ;

Sobre la lente incide normalmente un frente de ondas plano, en consecuencia sobre el
objeto incide una onda esférica que converge sobre el plano focal I'l; .

En este caso también debemos estudiar la propagacion por tramos. Para ello analicemos,
al igual que antes, el caso unidimensional para simplificar los célculos y luego
extendemos el resultado final a dos dimensiones. Inmediatamente a la salida de la lente el
campo sera

E(x')=A.P kx
(XL)— -P(x_)exp LT

En esta ecuacion despreciamos el término de fase constante Ag
La zona del objeto que sera iluminada correspondera a la interseccion del cono de luz

emergente de la lente con el plano I1,. Esta area se representa matematicamente por la

proyeccion de la pupila P(XL) a través del cono de rayos que cae sobre el objeto. Esto

. ., . . Xo f XL X
es, sobre el plano objeto tenemos una funcion pupila efectiva Pl —2— yaque —/ = .

d, f d
. . . . H XL
Por ejemplo si la lente es circular y de radio R entonces P(XL)=C"‘C E . Ahora

bien, la proyeccion de este circulo sobre el plano I, corresponderéa a otro circulo de radio
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Rd . X [ x f X f
—2 P'(x,)=circ| —— |=circ| =— |=P| =— | siel area ilumi
i con lo cual ( o) Rdo [Rd j ( d j Si el area iluminada

f

x f
es mayor que la extension del objeto entonces se toma P (O—J =1

dO

Luego de este andlisis, hagamos la propagacion libre desde la lente hasta el objeto.
Entonces ahora, de acuerdo a la nomenclatura utilizada, tenemos que:

z=f-d

X:XLO . E(xo)—exp[ik(f_d°)]-exp{i2(k—x§]

iA(f-d,) f-d,)

0 2 2
. J. AP Xof -exp —i K X -exp |L -exp —i m dXL
LRarY o 2(f-d,) f-d

O e el o

Recordando la resolucion de la integral

_]iexp[i(axz ~bx) |dx =\/§exp(i%).exp(—i Z’—;]

kd, kX

a=—2>—— ; b= 0
y tomando 2f(f—do) f_d tenemos que

0

X'=X,
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E(x; ) = exp[ik(f —do)J\E'“p(‘i ;gfj‘AP(xéof )'exp(i%j

El campo a la salida del objeto sera E (Xg) =E (X0 )-t(XO) donde t(Xo) es el factor de

transmision del mismo.
Ahora debemos hacer nuevamente una propagacion libre desde el objeto hasta el plano

focal. Entonces

z=d

0 ikd k x?
X=X, = E(xf):%-exp[iz—:}exp[ik(f —do)}-exp(i%) /IJA
X'=X, 0 ° °

T x f k x? k x? KX X
N t(x )P| =— |-exp| =i —2 [-exp| i—2 |-exp| —i ° ldx

ERNY A R e

Extendiendo este resultado a dos dimensiones tenemos que

2 2
E(x;,y,)=exp(ik f)- ijdfz -exp[iM]-

(o] 2d0

‘ ‘ (22)
¥ t(x,y,)-P| 2ot o
fo,Yf (XO yO) d, d,

El resultado que hemos obtenido es practicamente el mismo al encontrado para el objeto
delante de la lente. De hecho si aqui tomamos d, = f y en la expresion (21) d, =0

obtenemos el mismo resultado ya que ambos corresponden al caso del objeto contra la

lente.
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Sin embargo cuando trabajamos con el objeto delante de la lente obtuvimos frecuencias

X y
, f. f . o . ,
espaciales fxf = /1_f Iy, = ﬁ para cualquier posicion del objeto. Al contrario, para el
. . , Xy f
objeto situado detras de la lente, encontramos que fx =——, Iy, =—— porlo tanto
foad, " Ad,

el tamafio de la transformada depende de la posicién del objeto.
Esta propiedad puede resultar muy Gtil en las aplicaciones de filtrado espacial, tal como

veremos mas adelante.

e Objeto delante de la lente (fuente a distancia finita)

Es muy usual pensar que la transformada de Fourier de un objeto se halla en el plano
focal de la lente utilizada para realizarla. Esta configuracion constituye un caso especial
en el que la fuente se halla en el infinito, esto es, se ilumina al sistema con ondas planas.
Veremos ahora que sucede si la fuente luminosa se halla a distancia finita ya que esta es

una configuracion habitual en el laboratorio pero estd muy poco tratada en los libros.

I IT,

Xs Xo XL XT

=

Iy
A

S

v

dr

v

de !

o
(]
v Y—
N

Consideremos que en el plano ITs hay una fuente puntual ubicada en la coordenada Xs a
la que representaremos como una delta de Dirac. Vale decir que sobre el objeto llegaran
ondas esféricas. Comencemos entonces calculando la propagacion desde el sitio donde

se halla la fuente hasta el plano objeto, justo después de atravesar el mismo.

ik(d,.—d 2 2
E(X+):exp[| (. 0)]-exp i K% -At(x,)-exp i K% -exp i KXX
il(d,—d,) 2(d, —d,) 2(d,—d,) d, —d

S 0 S 0
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El campo detras de la lente, considerando la propagacion hasta la misma y teniendo en

cuenta su factor de transmision, sera
1 2 2

E(x )= exp(ikd,) - A-exp LT -exp[ikXL].
i2,/(d, —d,)d, 2(d,—d,) 2d,

T K x? k X2 KX X, K XX, kX
.J't(xo)-exp 20, -exp| i m -exp —|d - -exp| —i ; -exp| —i

Luego la propagacion libre hasta el plano Il dara la expresiéon

E (1)) exsp[ik(derdT)} ~A-exp{i k x2 ]exp(ikxﬁj-
(i4)% J(d, ~d,)d,d, 2(d, ~d,) 2d,
R kX2 K x? k X2 - KX X,
.jjt(xo)-exp 20, -exp| i 20, -exp| i m .exp —|m

2 2
-exp —ikXLX" -exp —ikxL -exp ikxL -exp —ikx—LXT dx, dx,
d, 2f 2d, d,

Vamos a resolver la integral doble agrupandola de la siguiente manera

IT...:Tt(X ).exp |kx—§ds -exp —i kXoXs .

—o —» ° 2do (ds _do) ds _do

PR X; |-exp| —ik Yo X X, |dx_ ¢-dx,
2d,  2d, 2f d, d,

Primero resolveremos la integral entre llaves teniendo en cuenta que

w i 2_ _|7
J‘e'(ax bX \/; I/e 4a. a=k i-i-i_i b=k A
2d, 2d, 2f d, d,

o 0
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Resulta asi que

2|d, d, f i d, d; f)]
T d 1
Jt(xo)-exp ik : —~ X?
? 2d, (d,-d,) I
i d, d f)]
: X X

.exp<—ik =+ - X, ¢ dx,

(ds_dO) deo(1+1_1j

i d, d f)]

Ahora bien, nosotros tomamos el origen de coordenadas en el plano donde se halla la
fuente, por lo tanto hacia la derecha las distancias son positivas. Sin embargo si
queremos que sea valida la ecuacién de formacion de imagenes, el origen debe tomarse

en la lente con lo cual las distancias a la izquierda de ella seran negativas. Es decir
d, <0 y d, <0, en consecuencia debemos reemplazar d, por —d, y d,por —d, para

establecer una coherencia entre la direccién hacia donde se difracta la onda y la ecuacién

de las lentes. En este caso tenemos

.k 1
E 1- 2
(% ) ocexp I2dT [ 1 1) X?
T e
] d, d f)

T : d 1

-It(xo)-exp ik : — X2

%, 20,(do=d,) ppef 1,1 1

d, d f
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-exps —ik s — X, ¢ 0x

Si elegimos que el plano I1t sea el plano conjugado del de la fuente, entonces

1 1 1 1 1 3
————=—_ estoes =+ . Reemplacemos esta expresion en lade E (XT )

d, d, f d, d, f

S S

S

k(d,+f)[ fd, +d.d, |,
B )i =54 _fds—fdo}

. | . XT(“dj
.jt(xo)-exp —ik S+ >

Vemos que, aungque con una expresion complicada para las frecuencias espaciales, la

integral corresponde a la transformada de Fourier de t(XO) gue ahora se obtiene no en el

plano focal sino en el plano conjugado de la fuente. Si dicha fuente esta centrada, esto es

si X, =0 y hacemos tender dS —> %0 entonces recuperamos la expresion que obtuvimos

anteriormente para el objeto delante de la lente. Por otra parte si observamos la

exponencial delante de la integral vemos que cuando do =—f suvalor es 1 al igual que

antes.

e Obijeto detras de la lente (fuente a distancia finita)

Analicemos por ultimo el caso en el que el objeto esta detras de la lente y la fuente se

encuentra a una distancia finita ds de ella.
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I1g 11, I1, Il
A A
XS X|_ XO XT
_____________________________________ Z
------------------------ d, X
! >
ds | dr |

Consideraremos, al igual que antes, que la fuente es puntual y tiene coordenadas Xs
sobre el plano ITs. Supondremos que la funcion pupila vale 1, para simplificar los célculos.

Vamos a hacer una propagacion libre desde la fuente hasta la lente.

\ exp(ikd,) kX2 kX2 KX, X,
E(XL):TA-exp IZ—d: -exp |2—OIS -exp _Id—L

S S

Luego de atravesar la lente el campo sera

\ exp(ikd, kxZ (1 1 Kk x? KX, X,
E(xL)=%-A-exp{|7{d——7j]exp(l T -exp _Id—L

S

A continuacion realicemos una propagacion libre justo hasta después del objeto

N K x? . kX
E(xo)ocexp(l 2 j-exp{lm]
K k({1 1 kX Kk x.x . kxx
.J;t(xo)-exp{lg(d—s—Tj XE}Xp{I—Z(dT _Ldo)]exp[—l —dss Lj-exp{—l —(dT idLo)}de

Luego si propagamos desde el objeto hasta el plano ITy obtenemos
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kx2) ¢ 7 kX2 kx2 k(1 1
E (X )ocexp|i ZdZ j-j_[ot(xo)-exp[lz(m—f’do)]exp(l 2d: ).exp{li(d——?jxf]

-(i‘Xp_ik—XE exp _|kX—SXL -exp _ikX—OXT -exp —j kXOXL dx
| 2(dy —d,) | d, d, (d —dy)|

Aca nuevamente debemos compatibilizar desde donde medimos las distancias con la

convencion de signos de la formula de las lentes, de modo tal que cambiaremos dS por

—ds. Asimismo agrupemos las integrales de la siguiente manera:

Para resolver la integral entre llaves recurriremos nuevamente al resultado

e

a

S

azk|-—t ot LD %
yiomaremos == R Tod, T 2(d, —d,) 2f | © | d, (dy—d,)

Al igual que en el caso anterior el plano de interés donde obtendremos la transformada

1 1 1
correspondera al plano conjugado de la fuente con lo cual =

dq d, 1:ylas

S

expresiones anteriores resultan
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EL X b=k _£+§+L

a
d; (d, —d,)

Resolviendo obtenemos que

k x? .k 1 d 2
E (X, ) oc exp |2dT -exp |E(dT—do) T ?

0

.:l;t(xo)-exp —ik ;(—T—;(—S+);53T X, |dx,

0 0 0

Si la fuente esta centrada y tomamos dT =f de modo que el plano conjugado de la

fuente sea el plano focal (fuente en el infinito) obtenemos el mismo resultado que para el

sistema iluminado con ondas planas.

IV. COHERENCIA PARCIAL
CLASE 8

Hasta ahora todo el andlisis que hemos hecho ha sido para iluminacion monocromatica,
esto es, coherente. Sin embargo sabemos que ninguna fuente es estrictamente
monocromatica (ni siquiera un laser) y por otra parte todas las fuentes presentan un cierto
grado de coherencia (aun el sol).

Si bien el procesado 6ptico coherente es elegante desde el punto de vista matematico,
experimentalmente presenta algunas desventajas. Por ejemplo el ruido coherente
(speckle) afecta la calidad de la imagen final, es necesario trabajar con elementos
perfectamente limpios y en un ambiente libre de polvo ya que cualquier particula causara
difraccién, limita el tipo de fuentes luminosas que pueden emplearse, admite sélo ciertos
objetos de entrada (quedan excluidos los objetos autoluminosos, y aquellos que
introduzcan fases espurias), la luz empleada es monocromatica por lo tanto se pierde la
informacién relacionada con el color del objeto, etc. Sin embargo no todo tipo de

procesado puede llevarse a cabo con iluminacién incoherente.

89



Optica de Fourier C. lemmi

Qué significa que una fuente sea coherente, incoherente o parcialmente coherente? Que
significa coherencia temporal y coherencia espacial? Algunos de estos conceptos los
estudiaremos en esta capitulo ya que son necesarios para analizar el fenébmeno de
formacion de imagenes y todos los procesos relacionados desde un punto de vista mas
completo.

Nosotros veremos solamente los fundamentos de la Teoria de la Coherencia Parcial ya
que es sumamente extensa, de hecho toda una rama de la éptica se dedica a realizar
estos estudios. Un tratamiento mas extenso puede encontrarse en Statistical Optics de
J.Goodman o en Principles of Optics de M.Born y E.Wolf y ain mas profundo en Optical
Coherence and Quantum Optics e Introduction to the Theory of Coherence and

Polarization of Light, ambos de E.Wolf.
INTRODUCCION: COHERENCIA ESPACIAL Y TEMPORAL

Las primeras investigaciones sobre este tema fueron realizadas por Verdet en 1869, quien
encontré que bajo ciertas condiciones fuentes cominmente consideradas incoherentes
(como por ejemplo el sol) producian interferencia al realizar una experiencia tipo Young.
Sin embargo fue Michelson en 1890 el primero en establecer la relacion existente entre el
contraste de las franjas de interferencia y la distribucion de intensidad de una fuente
extensa.

Algunos de los desarrollos mas importantes sobre la teoria de coherencia parcial fueron
realizados por Van Cittert en 1934 y Zernike en 1938. Ellos determinaron cual es el grado
de coherencia entre dos puntos cualesquiera de una pantalla iluminada por una fuente
extensa. Otro avance importante lo realizé Wolf en 1957 con la introduccion de la funcién
coherencia mutua.

Antes de comenzar con el desarrollo de la teoria conviene aclarar algunos conceptos. A
menudo resulta atil dividir los efectos de coherencia en dos clasificaciones: coherencia
temporal y espacial. La primera se relaciona con el ancho de banda finito de la fuente y la
segunda con el tamafio de la misma. Esta division resulta un tanto artificial ya que ambas
caracteristicas suelen estar, como veremos, intimamente relacionadas.

Por ejemplo a veces se habla de una fuente “extensa monocromatica” para describir a
una fuente extensa que emite con una cierta longitud de onda media A y ancho de

banda A1 << A . En realidad si la onda fuese estrictamente monocromatica, esta debe

estar asociada a una fuente puntual. Una fuente extensa es aquella en la que cada punto
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emite una onda cuya diferencia de fase con la emitida por otro punto varia al azar, esto
es, tal diferencia no se mantiene constante. Por definicion una onda monocromatica existe
desde t=-o0 por lo que no tiene sentido hablar de diferencias de fase variables en el
tiempo. Por ejemplo tomemos un laser como una aproximaciébn a una onda
monocromatica (teniendo claro que no lo es) y para simular una fuente extensa
hagamoslo incidir sobre un vidrio esmerilado. Si el difusor permanece quieto dicha fuente
no es extensa ya que la diferencia de fase entre dos puntos cualesquiera permanece
constante. Sera en todo caso un frente de ondas con retardos distintos por zonas, pero

fijos. Si en cambio tal difusor se hace rotar, tenemos entonces una buena aproximacion a

una fuente extensa con la caracteristica A4 << 1.

En el otro extremo una fuente temporalmente incoherente, esto es con un gran ancho de
banda, no puede ser puntual ya que ella debe estar constituida por varios emisores.

Para aclarar un poco mas estos conceptos basicos hagamos un repaso de interferencia.
Supongamos que tenemos dos fuentes S; y S, que emiten ondas esféricas de igual
longitud de onda (nuevamente aca, tal como se hace generalmente, se supone que las
fuentes emiten con una sola longitud de onda pero se les puede asignar una fase inicial.
Esto es una inconsistencia pero resulta util para simplificar la linea de razonamiento). Los
campos producidos por dichas fuentes en un punto P ubicado a distanciar, se S;y ar, de

S, seran
E, :Em(rl)exp[i(k rl—a)t+gl)]
Ez=Eo(r,)exp[i(kr,—ot+s,)]

r
slﬁ/

donde &, y &, son las fases iniciales.

SZ{:}

El campo total sera E = E1 +E2 y la intensidad vendra dada por | = <E ‘E >donde el

simbolo ( )significa promedio temporal. Dado que 4 =4, =4 = @ =w,=o

*

entonces | = E-E ya que la expresion es independiente del tiempo.

| = E§1 + Ejz +Eoi-Eo {eXp{i[k(rl—r2)+(51—52)]}+eXp{_i[k(rl_r2)+(‘91_82)]}} -
=E! +E +2Ea-Exzcos k(r—1,)+(g-&,)]

(23)
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En el tratamiento escalar supondremos que Eo: || Eo2. Claramente si Eo: L Eo2 no existe

interferencia. En los casos intermedios podemos descomponer en una componente

paralela que interfiere y otra perpendicular que contribuira a un fondo uniforme.
Volviendo a la expresion encontrada para la intensidad, vemos que si (6‘1—82)n0

permanece constante en el tiempo el diagrama de interferencia no es estable. Esto se
soluciona generalmente creando dos fuentes secundarias a partir de una primaria, sin
embargo es conveniente analizar esta situacion con un poco mas de detalle.

Dijimos que a pesar de considerar que los campos son monocromaticos, los trenes de
onda son finitos. Qué sucede entonces si la diferencia de caminos es mayor que la

longitud de coherencia? Para analizar esta situacién veamos el siguiente dibujo

La diferencia de caminos entre ambos brazos de este interferémetro de Michelson es tal
que los trenes de ondas que se superponen en P no provienen del mismo tren de ondas
inicial. Es decir, llega un tren de ondas al beam splitter y se separa en dos. El tren que
sigue su recorrido hacia el espejo M; llega al mismo, se refleja y comienza su recorrido
inverso hacia el punto P; mientras tanto el que viaja hacia el espejo M, adn no ha llegado
a reflejarse. En consecuencia en el plano de observacion se superpondra el tren que se
reflejé en el espejo M; con uno que se reflejo en el espejo M, pero que se generd en la
fuente un cierto tiempo antes y por lo tanto con otra fase inicial. Aca no se mencioné en
ningln momento el tamafio espacial de la fuente, este es claramente un problema de
coherencia temporal.

Cabe aclarar que pusimos el ejemplo del interferémetro por division de amplitud pero el
mismo razonamiento es valido para uno por division de frente de ondas tal como el de

Young. Si la diferencia de caminos es mayor que la longitud de coherencia, en el punto P
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no se superpondran simultaneamente ondas provenientes del mismo tren emitido por la

fuente S.

i

)

Claramente, en ambos casos, si las ondas fueran realmente monocromaticas tendrian un
tren de ondas infinito e interferirian para cualquier diferencia de caminos.
Analicemos ahora el caso de coherencia espacial. Para ello vamos a asumir que el
interferémetro esta ajustado de forma tal que los trenes de onda emitidos por cada
elemento de una fuente extensa interfieren en el punto de observacion P.

Analicemos el siguiente dibujo donde se esquematiza una experiencia de Young. La

diferencia (81 —6‘2) de las fases iniciales de las fuentes S; y S, estara relacionada con la

diferencia de camino entre SS; y SS, por lo tanto podremos incorporarlo a la diferencia

de caminos total Al .

Para estudiar el efecto que tiene sobre la figura de interferencia el tamafio de la fuente
comencemos analizando que sucede si tenemos dos fuentes puntuales primarias Sy S’,
de igual intensidad.

Supongamos también que ambas aberturas S; y S,, tienen la misma intensidad
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2 _ _E2 — . .z
I, =Eg =1,=Ej=1,. Si reemplazamos en la ecuacién (23) obtenemos que cada

fuente primaria producira sobre el plano X' un diagrama de franjas descripto por

| =41, cos’ (gAr]

Para calcular AI' supongamos ademas que L,L'>D = sing=zg;sind=0

Asi obtenemos:
Para S

Ar =(SS, +S,P)~(SS,+5,P)=5,P-SP=D-0

Para S’

Ar'=(8's,+S,P)—(S'S,+5P)=D-0-D-¢p

Vemos que la franja de orden cero, que corresponde a la igualdad de caminos Ar =0 en
un caso (para S) cae en 6=0 y en el otro (para S’) en 9=¢. Asi pues, tendremos dos

sistemas de franjas uno para S y otro para S’ que se suman en intensidad, porque Sy S’

son incoherentes, y que se hallan desplazados provocando una caida del contraste.
2( K 2 K
| =41,| cos ED-6? +C0S ED-(H—gp)

Este es un claro problema de coherencia espacial.

Avancemos un poco mas y veamos qué sucede si en vez de S y S’ tenemos una
verdadera fuente extensa. En este caso cada elemento de la fuente extensa se comporta
como una fuente puntual incoherente con los vecinos. Cada uno de ellos producira sobre

X’ un sistema de franjas dado por

d1 (6) = Acos’ (%D(e_gp)jdq)

Asi la intensidad total sera
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@max

1(0)= j Acos® (I%D(Q—go)Jdgo: Prmax

—@max

Sin(k D@, )
KD @,y

=Ap_. |1+ cos(k D)

Michelson define empiricamente el contraste como

C_Imax_lmin _sin(kDgpmaX)
(KD @)

- . que en nuestro caso es -
Imax + Imin

Vemos que depende de la extension de la fuente, a través de (max, de la longitud de

onda y de la distancia entre ranuras D.
Después de estos ejemplos basicos de coherencia espacial y temporal pasemos a un

tratamiento mas riguroso.
REPRESENTACION COMPLEJA DE CAMPOS POLICROMATICOS

Hasta ahora nosotros trabajamos con campos monocromaticos y adoptamos, por ser Qtil

matematicamente, la notacién compleja.
Esto es, a un campo real ER(t) le asocidbamos un campo complejo E(t) tal que

" (1) =w[E()]

Dado que ahora comenzaremos a trabajar con campos no monocromaticos deseamos
encontrar una notacion compleja para representarlos, es decir, buscamos una

generalizacion de lo hecho para campos monocromaticos.

. R .. . L a: . .
si E (t) es una perturbacion policromatica, podemos representarla en término de la

integral de Fourier como EX (t) = I e(v)exp(-2zivt)dv
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Tg v)exp(-2zivt) dv+j Jexp(—2zivt)dy =
=Je(-
0

e(—v)exp(2rivt) dv+j Jexp(—2zivt)dv

Pero &(V)es la antitransformada de E*(t),0sea e(v)= j E(t)exp(2zivt)dt

—00

Ademas [E(V)]* = I; ER (t)exp(—27ri Vt)dt = 8(—1/) ya que ER (t) I[ER (t):|* eR

*

Ig(—v)exp(zmvt)dv:ze (v)exp(2zivt)d {

O3

e(v)exp( 272'in)de|

Con lo cual

0

ER (t) = Zﬂ%ﬁg(v)exp(—Zﬂivt)dv} :ﬂ%{ZTg(v)exp(—Zzi vt)dv}

o0

Si ahora llamamos E' (t)= S{ZIe(V)EXp(—Zﬂi vt)dv

} podemos escribir un campo
0

policromético complejo como

0

E(t)=Ef(t)+iE'(t)= 2jg(v)exp(—27zivt)dv

0

Ahora que encontramos esta expresion generalizada, trabajaremos con E (t)
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FUNCION COHERENCIA MUTUA Y GRADO DE COHERENCIA

Consideremos una fuente extensa O con un ancho de banda finito y dos puntos

arbitrarios en el espacio S; y S, . En dichos puntos la perturbacion éptica a tiempo t es
E, (t) y E (t) respectivamente. Podemos imaginar que dichos puntos genéricos son

fuentes secundarias que reemiten y estamos interesados en ver como interactian los
campos reemitidos por S; y S, . Para ello estos dos puntos se aislan con dos pinholes
circulares centrados en S; y S, sobre una pantalla opaca, esto es, estamos en una

situacion similar a la experiencia de Young.

o

dG SZ r 1/-
0 E N
2 u

./
o S1 [ —
I I
Eit) 2 .

Queremaos saber cudl es la perturbacion resultante en un punto P sobre el plano I1. Las
distancias de S; y S, al punto de observacién son r; y r, respectivamente. Asi, si el ancho

de banda de la fuente es angosto, el campo en P sera
= (t) =K, E (t —t1)+ K, E, (t —t2) donde t= o = TZ para simplificar

vamos a tomar el indice de refraccion n=1.

Veamos como interpretar esta expresion. El campo resultante en P a tiempo t estara

originado por la superposicion del que a tiempo (t—tl) fue emitido por S; y el que a

tiempo (t—IZ) fue emitido por S,. Los factores K; y K, estan relacionados con las

integrales de difraccion de Sommerfeld que hemos deducido en el primer capitulo.

Vale la pena aclarar un poco mas este punto. Habiamos visto que para un campo

policromatico la expresion de E ( P, t) era
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cos(n, IA’1) 45

1 .0 I,
o (Pr) =5 B Rt

h

Si suponemos que los pinholes son muy pequefios y que el campo sobre su superficie se

mantiene constante, entonces podemos sacarlo de la integral de modo que

cos|n,r
EPoI - 2770'” ( l) ;Epolﬁpl:t_%j

1

Tengamos en cuenta esta expresion para mas adelante y recordemos que el factor entre

corchetes es real; llamaremos a dicho factor K .

Si el campo policromatico tiene un ancho de banda muy angosto, entonces la expresion

.

Epol(Pl,t—Elj:J'S(Pl,v)eXp{ Zﬂlv(t—gj}dv se reduce a
r, _ (.

E Pl,t—E =¢(P.v)exp| 2ziv|t—= y por lo tanto

C

0 I, . _ . r, 2rv
EE(Pl’t_Elj:_z’”V g(Pl,v)exp{—va(t—Elﬂ == E(Pl,t—g)

con lo cual

ICHCOS(n rl)ds E(Pl,t—%j

1

Vemos que justamente el factor entre corchetes es el propagador K; que en este caso es
un ndmero imaginario puro.

Volviendo al tema que nos ocupaba, la intensidad en el punto P producida por los dos

pinholes sera | (P)= <EP (t)-E; (t)>

1(P)=KK; (E, (t-t,)E; (t-1,))+ K,K; (E, (t-t,) E; (t—t,))+

+ K1K2<E1 (t_tl) E; (t_t2)>+ Kl*KZ <E1* (t_tl) E, (t _t2)>
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Supondremos ahora, como en general sucede, que los campos son estacionarios, es
decir que no alteran su naturaleza estadistica con el tiempo. Asi pues, el promedio
temporal es independiente de cualquier momento que se escoja.

Entonces en el primer término de la ecuacion anterior haremos un corrimiento del origen

en 1, y en los tres restantes en 1, . Resulta asi

L(P)=|Ki[" (B, (t) E (1)) +[K, " (. (1) Ex (1) +

+ KK (B, (t=t +1,) E; (1)) + KK, (E; (t—t, +1,) E, (1))

Si definimos Ts(tz—tl) y recordamos la propiedad de los numeros complejos que

establece que dado Z;Z, = Z; Z; + ZI Z, = ZER(Zl Z;) entonces

1(P)=|K,[*(E, (1) E; (1)) +|K,[ (E, (t)E;(t)>+zm[K1K;<El(t+T) E;(t)>]

Ahora bien, vamos a definir la funciéon coherencia mutua entre los campos luminosos en

S;yS,; como

Iy, (T)=(E (t+T)E; (1)) = Limr%% T E, (t+T)E, (t)dt (24)

Si recordamos lo expresado en el capitulo 2 vemos que esta ecuacion corresponde a una
correlacion. El significado fisico de la misma es que efectGa una comparacion entre el
campo existente en S; a tiempo t+T con el que habia en S, a tiempo t. Justamente T es
la diferencia de tiempo que le demanda llegar al punto P a un campo y al otro. Asi pues si
a un cierto tiempo dos campos se suman en P, y uno tard6 en llegar de S; a P un tiempo
t; y el otro de S, a P un tiempo t, significa que debieron salir a tiempos distintos. Lo que

estamos analizando es cuan correlacionados estan esos campos, esto es, que coherencia
habra entre ellos. Planteémoslo de esta forma E; (t +T) y E, (t) son dos

perturbaciones que se generan en diferentes puntos del espacio y en distintos instantes
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de tiempo. Las amplitudes y fases de dichas perturbaciones fluctian en el tiempo. Si las

fluctuaciones en S; y S, son completamente independientes entonces I, (T) que es
un promedio temporal, tendra valor cero. Si en cambio el campo El(t+T) estuviese

perfectamente correlacionado con E, (t) su fase relativa permanecera inalterada a pesar

de las fluctuaciones individuales.

2
Ahora bien, denotemos |, (P) =|Kn| I, ala irradiancia producida en P por S,, siendo

I, lairradiancia en S,

Recordando que para fuentes de ancho de banda no muy grande K; y K, son nimeros

imaginarios puros, podemos escribir

L(P)=1,(P)+1,(P)+2|K|K,|R[ T, (T)]

Vale la pena aclarar que si la fuente tiene un ancho de banda extenso, entonces de

acuerdo a lo visto

- d 5 d g
Ep(t):Kla[El(t—tl)J+Kza[Ez(t—tz)} K, K, eR

Entonces

|(P)=(E,(t)-Ex (t)>:‘Kl‘z<%[El(t—tl)]%[Ef(t—tl)DJr
R <%[E2 (t_tz)]%[E;(t_tz)]>+29{@%5<%[El(t_tl)]%[eg(t_tz)m

Se llega a que

(P)=1,(P)+ |2(P)+2\K1HK2\9{;—T22F12 (T)}
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Continuemos con la expresién que habiamos obtenido para | (P)

1(P)=1,(P) +2‘K1M_‘K2‘ 829{ ():l
JL(P) {1=(P) Vlaflee

Si recordamos la ecuacion (24) tenemos que 4/ —«f 11(0) \/ISZ \/FZZ(O)

Vamos a definir entonces la funcién grado de coherencia

12(T) = (25)

Ahora bien 7, (T) es un numero complejo que puede escribirse como

71, (T) :‘7/12 (T)‘ eXp{i ARG [712 (T)]} Luego veremos que es conveniente expresar

ARG| 7, (T) ]| =, (T) - 27V T=a, (T )—5con5:2nﬂ:%”(r2—rl)

Resulta asi

L(P)=1,(P)+1,(P)+2/1,(P){1,(P) 53 (T)|cos[ e, (T)-5] | ()

Esta es la ley general de interferencia para campos estacionarios.

CLASE 9
Veamos entre qué valores esta acotado ‘ Vio (T)‘
1t 2
2 .
Ty, (T)| =|Lim,, Z_Jr E (t+T)E; (t)dt| <
. 1% . : 1% .
< lehwz_jr E, (t+T)E; (t+T)dt-Lim, Z_jr E, (t)E; (t)dt
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donde aplicamos la desigualdad de Schwartz. Entonces

I (1) 2 (E. (0 (1) (E, (083 (0) =T (0) T (0)

con lo cual

C (1)

< - ‘r”(T)‘ <
Fll(o)'rzz(o)_l = ‘712(T) 1

- Jru(0)-JT(0)

Vemos que si ‘712 (T)‘ =0el término de interferencia se anula por lo que este valor
corresponde a una fuente incoherente. El maximo peso de dicho término ocurre cuando

‘7/12 (T)‘=1 esto es, para fuentes coherentes. Fuera de esos extremos tenemos

coherencia parcial 0<‘7/12(T)‘<1. Justamente 7/12(T) representa el grado de

coherencia.

Comparemos ahora la ecuacion (26)

L(P)=1,(P)+1,(P)+2/1,(P){/1,(P) |51, (T)|cos| &, (T) -5
con la (23), obtenida para fuentes puntuales monocroméaticas

| = Esl + Esz +2Eo-Eo cos[k(rl—rz)+(el—52)}

_ 2 _
Recordando que 0 =27V T=7(l’2 - rl), vemos que este factor tiene en cuenta las

diferencias de camino entre las fuentes S; y S, con el punto P, es decir cumple el papel

de k(l’1 —I’Z) evaluado en un A . En tanto a, (T) tiene en cuenta las fases iniciales y
cumple el papel de(e;"1 —52).

=1
. . ., — max min
Por otra parte vimos que el contraste de las franjas se definia como C=-""__"T0

Imax_'_lmin
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| ..x € |, sedan cuando COS[ ]: +1 respectivamente. Con lo cual tenemos que

P P)
=i ()

si I,(P)=1,(P) = C=‘7/12 (T)‘ En consecuencia aunque no conozcamos las
caracteristicas geométricas de la figura de interferencia podemos decir que existe un

término de bias dado por |1(P)+ l, (P) sobre el que se halla un patrén de franjas con
un periodo determinado por ﬂ_/ modulado por una variacion mucho mas lenta dada por
‘712 (T)‘ y por &y, (T)

Experimentalmente ‘7/12 (T)‘ puede medirse a partir del contraste de las franjas, en tanto

el apartamiento de la franja central del punto (I, —T, ) =0 es una medidade «,, (T).
1 2 12

Veamos esto en el siguiente esquema:

, S1 S ry

] r ,
1

r’ S / r

2

P g
S, P S,
Franja central en ri=r, = r,'=r,’= &;=¢, Franja central desplazada =>ri#r, = g;#¢,

La franja central se produce cuando ry+ ry’=ry+ 1y’
Trataremos ahora de integrar el formalismo desarrollado con los conceptos de coherencia
espacial y temporal. Como dijimos con anterioridad, aunque ambos efectos estan
relacionados, vamos a analizarlos separadamente.
Consideremos una fuente primaria, puntual, ubicada sobre el eje de simetria y con un

ancho de banda finito
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Dado que ri’=ry’ las perturbaciones Opticas en S; y S, seran idénticas. Entonces el
estudio del diagrama de franjas estara relacionado con los efectos de coherencia temporal

y la funcién coherencia mutua sera igual a la autocoherencia, esto es

(B (t+T)E (1))

e
—
—
N~——"
|
e
—
—
N
I
.
—
—
N~——"
I

Esta funcion, asi expresada, lo que hace es comparar el campo en un instante (t) con el

mismo a tiempo (t + T) . Aclaremos un poco este punto, a S; y S, llega una perturbacion
idéntica, pero al punto P la perturbacion que llega de S; emplea en arribar un tiempo
(t+T) mientras que la proveniente de S, lo hace en un tiempo (t) . En consecuencia,

para ver si se superponen en P los trenes de onda secundarios generados a partir del
mismo tren de ondas primario, debemos comparar como eran los campos en S;y S, con
esa diferencia de tiempos.

Una situacion analoga ocurre en un interferémetro por divisibn de amplitud como el

Michelson. (T) es la diferencia de longitud de brazos dividida por la velocidad de la luz C.

Asi pues, la expresion (26) para | (P) contendra a ‘7/11(T)‘ envez de a ‘712 (T)‘

Veamos algunos ejemplos:

Supongamos que existen dos perturbaciones idénticas de la forma
E(t) =E, exp[i CD('[)]. Dichas perturbaciones son recombinadas por el interferometro

de modo tal que podemos escribir
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(E,(t+T)E; (1))

=1

7u(T)= =(exp[i®(t+T)]-exp[-id(t) ) =

T T
=Lim,_, %Iexp[i O(t+T)]-exp[ i D(t) |dt=Lim ., %Iexp(i AD)dt
0 0

Para una onda monocroméatica @ =K -F—wt = A®=-wT por lo tanto

7u(T)=exp(-i0T) = ‘}/11 (T)‘ =1 y tendremos coherencia completa.

En el caso opuesto, si el tren de ondas es finito y T es mayor que el tiempo de
nL—n
C

I
coherencia, esto es, T= > 1. =é donde Ic es la longitud de coherencia,

entonces A®D varia al azar ya que estamos comparando campos provenientes de

distintos trenes de onda. En consecuencia, al ser 7/11(T) un promedio, este es nulo.

Vemos entonces que Yy, (T) es una medida del grado de coherencia temporal de la

fuente.
Analicemos que sucede ahora con la coherencia espacial. Para ello retornemos al
ejemplo de la experiencia de Young donde la fuente luminosa empleada es extensa y de

ancho de banda muy angosto.

s S n

r
S, 2

Si estudiamos que sucede en un punto P ubicado sobre el eje de simetria tendremos, en

ese caso, I, = r, y las perturbaciones llegaran simultaneamente. Por lo tanto T=0y la
evaluacion de I, (O) Y V1o (0) a partir del contraste de las franjas, nos permitira tener

idea de la coherencia espacial de la fuente. Estas funciones nos permiten evaluar cuan

parecidos son los campos en S; y S, en el mismo instante de tiempo.
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Célculo de F12 (T) para campos policrométicos

o0

Habfamos visto que se podia escribir E(t)= ZIE(V)GXD(—Zﬂ ivt)dv luego

Tgl v)exp —27ziv(t+T)}dv}-
0

{J‘ Yexp(2ziv't)dv' }dt
0

I, (T) LImT—)oo Jj4gl v')exp(—2zivT) {j‘exp[ —2ri(v—v' t}dt}dvdv'

I,(T)= 4JI Lim,_ Mexp(—ZzivT)&(v—v')dvdv'

T

I,(T)= 4_[ Lim,_, gl(%iz(v)exp(—ZﬂivT)dv

G,(v)

G12 (V) es la funcién densidad espectral mutua. Entonces podemos expresar

0

I,(T)= 4J‘G12 (v)exp(—2zivT)dv

0
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INTERFERENCIA CON LUZ CUASI-MONOCROMATICA

Habiamos visto que 71, (T)= ‘7’12 (T)‘ EXp[i (0!12 (T)- 27r17T)]

_ I',(T)
JTu(0){T2(0)

Dado que I'; (0) y I',, (0) son reales, la fase de 7;, (T) sera igual a la fase de T', (T)

. Entonces

Ty (T)=|Ty (T)|exp i (a4, (T) - 227 T) | = 4IG12 (v)exp(-2zivT)dv
Luego

0

T, (T) exp|iay, (T)]= 4J'G12 (v)exp| -27i(v—v)T |dv

0

Ahora bien, la longitud de coherencia, esto es el largo del tren de ondas, viene dado por

I =Ct. o sea es la velocidad de la luz por el tiempo de coherencia, pero a su vez el

1

tiempo de coherencia viene dado por o =—= —. Si trabajamos con
Av v—v

interferémetros en donde la diferencia de caminos son mucho menores que la longitud de

|r1—r2|

1 _
=TKx— = (V -V )T <« 1. En consecuencia
V-V

coherencia entonces

o0

T, (T)|exp|iay, (T)]|=4 j Gy, (v)dv =T, (0)=[T},(0)/exp|iay,(0)]

0

Asi, en el caso de fuentes cuasi-monocromaticas Flz(T), ylz(T) y alz(T)

practicamente no difieren de I}, (O) Vi (O) y &, (0) Se suelen definir

J,=T,(0)= <E1 (1) E, (t)> funcion intensidad mutua
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r.(0 3,
[T (0)T,(0)]7 [4.9,]"

o =71 (O) =

factor complejo de coherencia

En este caso la expresion para la intensidad toma la forma

1(P)=1,(P)+ IZ(P)+2\/I1(P)\/I2(P) |4,] cos| e, (0)-5 ]

TEOREMA DE VAN CITTERT —= ZERNIKE

Este teorema es muy importante y permite establecer una relacién entre el tamafio de la
fuente utilizada para iluminar un interferometro y el contraste de las franjas de

interferencia obtenidas.

Supongamos que tenemos una fuente extensa y cuasi-monocromatica o que ilumina una
pla