FISICA TEORICA 1 - 1 ° Cuatrimestre 2013
Guia 2: Green, imagenes y separacion de variables
Método de imagenes y funcion de Green

1. Una esfera conductora de radi@sta conectada a potenciély rodeada por una cascara esférica
de radiob cargada uniformemente con densidad

(a) Hallar el potencial electrostatico en todo punto dehegpmediante el método de imagenes

(b) Encontrar la distribucion de cargas imagen y la cargd tatiucida sobre la esfera conductora.
¢Es Unica la distribucion de cargas imagen que resuelveleigona?

2. (a) Hallar el potencial electrostatico de la distribuoitel problema anterior utilizando el método
de la funcion de Green.

(b) Analizar la relacion entre el método de imagenes y el darlaion de Green. Identificar la
procedencia de cada una de las tres contribuciones a laahtlsgGreen.

3. (a) Unaesfera de radioesta conectada atierra. A una distancia de su céntra, hay un dipolo
puntualp. Calcular el potencial en todo punto del espacio usando &ldoéale la funcion de
Green.

(b) idem (a) pero mediante el método de imagenes. Verificamagqubos resultados coinciden.
(c) Calcular la densidad de carga inducida sobre la esfe@arba total.

(d) Escribir el potencial para > a conservando términos de hasta ordeyv)3. Interprete en
términos de la carga total y del momento dipolar total de déagas fuentes e imagenes.

(e) Encuentre ahora el potencial en el caso en que la estéraisiada y descargada.

4. Hallar la funcion de Green con condiciones de Dirichleagda region interna entre dos esferas
concéntricas de radiasy b respectivamente. Utilizar el método de imagenes. Muestecegta
solucion coincide con la del problema Bugerencia: Es necesario usar una serie infinita de ima-
genes. Hallar primero una relacion de recurrencia paradd@siciones y los moédulos de las cargas
imagenes y luego escribir la superposicion adecuada.

5. Un contorno mixto consiste en un plano infinito y una sefaragde radia;, como muestra la figura.




(a) Calcular la funcién de Green de Dirichlet de esta condigidn en la region por encima del
contorno. Identificar cada contribucion.

(b) Se coloca un dipolo puntual a una distantisobre la semiesfera, apuntando en la direccion
perpendicular al plano. Hallar el potencial en el semiaspdande se encuentra el dipolo,
utilizando la funcién de Green hallada en el punto anterior.

Método de separacion de variables

1. Un cubo de lada tiene sus tapas al potencial que muestra cada figura. Lasdapde no se indica
ningun valor del potencial estan a tierra. Encontrar el en el interior del cubo en cada caso.
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2. Un cubo de lada esta conectado a tierra. En su interior hay un cuadrado awsiddel superficial
uniformeo y una carga puntugl. Calcule el potencial etodo el espacio.

3. Un alambre con densidad de carga constargsta equidistante a dos placas conductoras infinitas
conectadas a tierra. Utilizando separacién de variabiesjemntre el potencial eiodo e espacio.
Para ello divida la region entre las placas de los siguientatos:

(&) Con un corte vertical perpendicular a los planos.
(b) Con un corte horizontal paralelo a los planos.
(c) Compare las dos soluciones. ¢,Se atrevera a demostgaraddad?

(d) Tanto la integral como la suma de Fourier que han aparedidplicar las dos separaciones
pueden hacerse de manera explicitay la solucion es unafusionple. Encuentre esa funcion.



4. Se pide hallar el potencial y el campo electrostatico eio fmunto del espacio producido por un
cuadrado cargado con densidad unifoem®uede asumirse que el cuadrado esta sobre el plano
gue su centro coincide con el origen y que sus lados estéadiis con los ejese y. Utilice los
siguientes métodos:

(a) Separacion de variables dividiendo el problema en doaszo

(b) Escribir primero el potencial de una carga puntual comevintegral de Fourier bidimensional
enx ey, y luego construir la solucién para el cuadrado usando pop&ion.

(c) Escribir primero el potencial de una carga puntual cormintegral de Fourier tridimensional,
y luego construir la solucién para el cuadrado usando sop&ipn.

5. Calcular el potencial electrostéatico en todo punto deae® para una esfera cuya mitad superior
esta conectada a un potendaly la inferior al,. Sugerencia: puede resolver el problema direc-
tamente, o puede descomponerlo en la suma de otros mas sipgléengan simetria de reflexion
bien definida, es decir, como un suma de algo par mas algo;jegtarsimplifica las integrales.

6. (a) Encontrar el potencial de una carga puniuahtre dos cascaras esféricas conductoras, con-
céntricas y conectadas a tierra, de radigs respectivamente.

(b) Hallar la densidad de carga y la carga total inducidaesohda esfera.

(c) Observar qué sucede cuando se hace tender el radio deda esterior a infinito ¢ Cuanto
valen las cargas totales inducidas en ese caso?

(d) Resolver el problema en el caso en que el potencial destasas se elevag y V5, respecti-
vamente.

(e) Resolver el problema en el caso en que las esferas eslaateaiy tienen una carga totd y
@2, respectivamente.

7. Un cilindro de radia: y alturah tiene su superficie lateral conectada a tierra, mientrataguapas
se mantienen a potencialésy —V'. Hallar el potencial en el interior del cilindro.

8. (a) Usando separacion de variables en coordenadasriciisdhallar el potencial y el campo
electrostatico producidos por un disco de radimargado con densidad uniforme

(b) A traves de limites adecuados, verificar que la exprestiidenida se reduce en un caso a la de
una carga puntual, y en otro a la de un plano infinito.

(c) ¢Eldisco puede ser conductor?



Problemas de Green relacionados con separacion de variakle

9. Una esfera de radio esta a tierra. Concéntrico con ella hay un anillo de radie a, cargado
uniformemente con carga totgl

(a) Calcular el potencial en todo punto del espacio usandw@addo de la funcién de Green.

(b) Calcular el potencial sobre el eje perpendicular al @ldel anillo, utilizando el método de
imagenes. Luego, extender la solucion para todos los pentesiores a la esfera mediante
prolongacion analitica. Comparar con el resultado delg(ajt

(c) Calcular el potencial usando separacion de variablesnparar con los resultados anteriores.

(d) Separar en la expresion para el potencial la contriloudéibida al anillo cargado y a las cargas
inducidas. Halle los momentos multipolares, hasta el omd@rupolar inclusive, del anillo
cargado y de las cargas inducidas por separado.

(e) Hallar la densidad de carga y la carga total inducidaeslzbesfera. ¢Qué tiene esto que ver
con el método de imagenes?

() ¢Como resolveria por el método de Green si la esferaiesauaislada y descargada?
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10. Encontrar la funcion de Green con condiciones de Detgbdra el problema interno de un cilindro
circular de radiaz y longitud L, separando en regiones de las siguientes maneras:

Formulas UtilesPs,1(0) = 0, P2, (0) = (—1)

(a) Cortando con un plano perpendicular al eje del cilindro.
(b) Cortando con un cilindro coaxial al cilindro original.

11. Encontrar la funcion de Green con condiciones de Deiqgteira el problema interno de una estruc-
tura con forma de cuarto de cilindro circular, infinito y ddicaa.

12. (a) Utilizando separacion de variables en coordenaliladracas, calcular la funcion de Green con
condiciones de Dirichlet para la region interna entre dasgs infinitos, ubicados en= 0y

z = L.
(b) Sise coloca una cargea una altura entre los planos, obtener una expresion para la densidad
de cargay calcular explicitamente la carga total induaidmescada plano.

Preguntas Mol estas

(a) ¢Cudl es el significado fisico de la funcién de Green?
(b) ¢Qué relacion hay entre el método de la funcion de Greémgtedo de imagenes?
(c) ¢Como se complementan estos dos métodos en la resodigcios problemas?

(d) ¢Donde deben colocarse las cargas imagenes?
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(e) Unavez colocadas las cargas imagenes, ¢ qué suceds coniornos?
(f) ¢Qué relacion hay entre la carga total de la distribugidegen y la carga inducida sobre el
contorno?

(g) Explicar las diferencias entre una solucion de la ecuade Poisson (inhomogénea), de
Laplace (dividiendo en zonas) y una solucién hallada poemgsicion. ¢Qué pasa con las
condiciones de contorno?



