Problema de dos cargas en movimiento circular

Problema

Dos cargas iguales efectiiam un movimiento circular uniforme con frecuencia w y radio de curvatura
a. Ambas estan separadas un dngulo 7. Calcular E y B en la aproximacién de campo lejano (a < 7).
Obtener el valor medio temporal de la distribuciéon de potencia total, y la intensidad total irradiada
por ciclo.

Primera solucién: por medio del campo de Liénard-Wiechert

El campo de radiacién de una particula con carga ¢, segin el desarrollo de Liénard-Wiechert es
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o (0= BP et o
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donde se us6 la aproximacién de campo lejano n ~ 7. El tiempo retardado es t — r/c. Ademds, para
obtener el campo magnético sélo hay que calcular B,,q ~ 7 X E;,q (en la aproximacién de campo
lejano).

Como el movimiento de cada particula es circular uniforme, entonces cada una tendra una velocidad
tangencial wa y una aceleracién normal w?a (en médulo). Pero ambas estdn separadas por un dngulo
7. Por lo tanto, si llamamos

@'(wt) = —sen(wt) T + cos(wt)F
p(wt) = cos(wt)d + sen(wt)y

las velocidades y aceleraciones de cada particula (1 y 2 respectivamente) son
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Con estos resultados podemos evaluar la ec. (1). El denominador de esa expresion puede expandirse
en una serie

= 1+3(-0)+... (4)

El primer término de la expansién corresponde a una aproximacién no relativista. El segundo
término corresponde a la primera correccion relativista debida al cambio de sistema de referencia de
la particula por el del observador (laboratorio).

Los campos debidos a las particulas 1 y 2 en términos de las velocidades y aceleraciones (3 y ﬁ) de
la particula 1, resultan

EL = L1436 [FxlG-8)x 8] )
(6)
B2 = L[-143G-9)| [f x[(+8) x 4] ™
Sumando ambos campos se obtiene
2 . 3 .
Ea == [P x (B B+ 226 BF x (¢ xB)| ®)

Observar que en esta ultima expresion, los valores de 3 y ﬁ pueden ser tanto los de la particula 1
como los de la particula 2 porque los cambios de signo que surgen de usar unas u otras se compensan.

Ademds, es muy importante notar que esta expresién separa dos efectos relativistas diferentes'. En
el primer sumando, sélo se toma en cuenta la diferencia en la direccién entre 3 y ﬁ (a traves del
producto vectorial entre ambas magnitudes). En cambio, el segundo término sélo toma en cuenta
la correcciéon relativista debida al cambio de sistema de referencia de la particula por el sistema del
observador (sin importar la difrerencia de direccién entre 3 y 6)

Si la particula fuera no relativista (8 < 1), ambos sumandos en la expresién (8) se anularian ya que
dependen (en médulo) de 33 ~ % — 0. Por lo tanto, la solucién de Liénard-Wiechert no relativista
(en este caso) no resulta satisfactoria debido a que predice que E,.q = 0.

El problema con la solucion no relativista de Liénard-Wiechert es que el campo emitido por cada
particula es el de un dipolo eléctrico. Efectivamente, el campo de radiacién del momento dipolar
eléctrico de una carga q es

R p X7
Erad = Brad Xr = ) Xr
ret cr

:—[fx(fxf))] 9)

y como el momento dipolar eléctrico vale p = qa p'(wt), entonces p/c = g8 y P/c = qB3. El campo
de radiacion correspondera a la expresion de Liénard-Wiechert cuando 5 — 0

LCfr. Classical Electrodynamics, Jackson (2° edition), p.662.



Erad = — | % (7 x B) = EU+EZ =0 (10)

ret

Cuando se suman los campos debidos a las particulas 1 y 2, el resultado es nulo (en el limite no rel-
ativista). Se puede comprobar que, dado que ambas particulas son iguales, el momento dipolar total
es nulo. Consecuentemente, el limite no relativista de Liénard-Wiechert sélo aporta la contribucion
dipolar eléctrica de los campos.

Si las particulas son rqlativistas hay que tomar en cuenta los dos sumandos de (8). Por un lado, es
inmediato que (8 x B) = w3a? 2, ¢(f x B) = —(w?a) (7 x §') y que ¢(7- B) = wa(7-@'). Los versores
rotantes p' y ¢’ se escriben en coordenadas esféricas como

pl(wt) = senb cos(o —wt) 7 + cos b cos(o —wt) f — sen (p — wt) @
@'(wt) = senfsen (¢ —wt)# + cosfsen (¢ — wt) O + cos(p — wt) G

de manera que

Fxp = cosh cos(p —wt) P+ sen (¢ —wt) b
7@ = senfsen (o — wt)
= Px(Fxp) = —cosb cos(p—wt)l+sen (o —wt) P

y, por lo tanto, (7 - @')[F X (F x p')] = —3sen 6 cos B sen [2(¢ — wt)] 0 + sen 0 sen?(p — wt) @.

Si observamos que sen?(p — wt) ¢ = 5 — 4 cos[2(¢ — wt)] deducimos que la frecuencia de radiacién

ya no es la misma con la que rotan las cargas, sino que se duplicd. Las expresiones finales de los
campos de radiacion resultan

3 ~ 3
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Este ultimo resultado es sugestivo. La potencia irradiada por unidad de angulo sélido tiene dos
contribuciones. Por un lado, hay una contribucién que varfa como send y es similar al patrén carac-
teristico de un dipolo magnético vertical (direccién Z) ubicado en el origen de coordenadas. Por otro
lado, vemos una contribucién %senzﬁ(l +cos? ) que es caracteristica de una distribucién cuadrupolar
eléctrica debida a dos cargas rotantes en el plano horizontal (ver mas adelante). Las potencias en
w concuerdan con el orden de aproximaciéon del dipolo magnético y el cuadripolo eléctrico. Por lo
tanto, la radiacién observada (relativista) se presenta en un segundo orden de aproximacion (ya que
el primer orden hubiera sido una contribucién dipolar eléctrica) y es equivalente a una corriente

variable circulando por el plano horizontal.



Segunda solucién: por medio de fuentes armonicas

Otra forma de encontrar los campos de radiacién es a partir del potencial vector, considerando que la
densidad de corriente es armonica. Es decir, podemos escribir el potencial vector en la aproximacién
no relativista (y en campo lejano) como

n
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A = 1 /Md&/ (14)
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donde v; y J(r/,t.t) son fuentes arménicas discretas y continuas, respectivamente. En este caso,
tenemos dos cargas iguales con trayectorias

r'(t) = a cos(wt) & £ asen ((wt) § = Re{Fa( +ig)e ™'} (15)

La ultima expresién muestra que es posible expresar ambas trayectorias como una fuente arménica.
Pero hay que ser cuidadoso porque el tiempo retardado no es el mismo en ambas cargas. Para
recordar que no son iguales, escribiremos como t' y t” a los respectivos tiempos retardados. La
velocidad (armoénica) serd '(t), por lo que el potencial vector es

A=—i LG g (et — et (16)
cr

Dado que estamos en campo lejano (a < r), la distancia desde el punto fuente al punto de observacién
se puede aproximar a primer orden como

r—r1'|~r—7-1 (17)
En el caso de las dos particulas rotantes, sabemos que su posicién en cada instante es +ap’(wt). Por

lo tanto, si recordamos que p'(wt) = sen@ cos(p — wt) 7 + cosf cos(p — wt) § — sen (p — wt) ¢, las
distancias entre las cargas y el punto de observacién serda

v — 1’| ~ r F asenf cos(p — wt) (18)

y los respectivos tiempos de retardo seran

Y,

t = t—u:t—f—i-gsenﬁcos(go—wt)
c c c
Y

t" = t—u:t—i—gsenﬁcos(w—wt)
c c c

Sumando ambas expresiones en la ec. (19) se obtiene

A= 221 (240 9) " sen [kasen 6 cos(p — wt)] (19)
cr

donde k = w/c. Pero como estamos trabajendo en la aproximacién no relativista, entonces ka < 1.
Por lo tanto, en la expresion (19) es vilida la aproximacién senx ~ x. El potencial vector resulta

4



A=211 (z 41 9) e* ) kasen  cos(¢ — wt) (20)
cr

y cuya parte real es A = —2 T 1202 sen cos(p — wt)[cos(kr — wt) & — sen (kr — wt) Y|
r

El término entre corchetes es equivalente a p(wt — kr). Si se los deriva respecto del tiempo, valdré
w @(wt — kr). Por lo tanto, el campo de radiacién serd

1 .
B ~= E<A X T)=—2 % k*a*sen 0 [sen (¢ — wt) p(wt — kr) 4 cos(p — wt) ¢(wt — kr)] x # (21)

Podemos identificar facilmente el campo eléctrico de radiacion y calcular la potencia irradiada como

2 A
Eq = 302 sen g {cos@sen [2(wt — @) — kr] 0 — cos[2(wt — @) — kr] cﬁ] (22)
r
4 2
|Erad® = T—qz (k*a®)? sen*0 {cos2 0 sen?[2(wt — @) — kr] + cos?[2(wt — ¢) — kr]} (23)
dpP c [qwPa®\? , 1+ cos*d
() = 4o (B55) sento = (24)

. Qué interpretacion se puede hacer de este resultado?

La potencia irradiada por unidad de angulo sélido contiene un factor %(1 + cos? 0) que corresponde
a la contribucién dipolar eléctrica de una carga en movimiento circular uniforme. Efectivamente, si
calculamos el campo irradiado por una sola carga en la aproximacién no relativista, podemos usar
la expresion no relativista

2

Eraa = L [ x (7 x B)]] = =L |# x [cos(wt) (7 x &) + sen (wt') (7 x §)] (25)
Ccr ret cr ret
que resulta en la expresion
2, X
Erad = —5— {cos 6 cos(p — wt') 6 — sen (o — wt') @} (26)
cr ret

En la solucién de Liénard-Wiechert se habia comentado que clasicamente El(fizl + Efzzl = 0 porque
ambas cargas estaban en contrafase. La aproximacion no relativista de Liénard-Wiechert era capaz
de aportar unicamente la contribucién dipolar eléctrica total al campo (en este caso, nula). Sin
embargo, en la solucién actual se introdujo la interferencia entre las cargas (o fuentes arménicas). La
suma de los campos debe realizarse teniendo en cuenta la diferencia de camino recorrido por la senal
que se propaga. Es decir, si existe una diferencia de fase o entre EW

2 . . .
rad Y Efazl debido a la diferencia
de camino, entonces la suma de ambos campos debe ser
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Fig. 1: Senal emitida por cada carga. Las cargas estan en contrafase y estdan separadas una distancia 2a.
La diferencia de camino entre las dos seales es 2a sen . Observar que el eje Z se ubicé en la posicién de una
de las cargas. Este desplazamiento del eje Z no altera los resultado en una aproximacién a primer orden.

2

EY +EZ = qu; ¢ [cos@ cos(p — wt')  — sen (¢ — wt') cﬁ]
cer ret
qw’a / j ' A
+ 2, [cos@ cos(p — wt' + a) 0 — sen (¢ — wt +0z)<p] =
C ret
= (1+cosa) EE;ZI(QO —wt') + senaE( G —wt' +m/2) (27)

Observamos que si ambas cargas estan en contrafase, entonces a = w. Pero las dos cargas, ademéds
de estar en contrafase, estan permanentemente separadas por una distancia 2a. Eso provoca una
diferencia de camino entre Eﬁazl y EmCl de 2asenf. Cuando ambas senales se sumen, lo hardn con
una diferencia de fase @« = m — 2ka sen #. Mas ain, como estamos suponiendo que ka < 1, entonces

cosa~ —1 y sena = sen (2kasend) ~ 2kasen §. Por lo tanto,

Efad + E]rad ~ 2ka sen@E (cp wt' +m/2) (28)

donde la fase 7/2 no tiene importancia para el cédlculo de la potencia irradiada. Finalmente se llega
al resultado

(29)

3
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La potencia irradiada es la suma de las potencias de cada particula, tomando en cuenta la interferencia
entre ambas. Observar que tomar en cuenta esta interferencia es equivalente a tomar en cuenta la
distancia 2a entre las cargas. O sea, es equivalente a tomar en cuenta que las cargas no estan en
el origen, sino desplazadas entre si. Esto altera el momento cuadrupolar, y por lo tanto, el hecho
de considerar la interferencia corresponde a un nivel de aproximacién cuadrupolar (ver la Tercera
solucién).



Tercera solucion: por medio de un desarrollo multipolar

Vamos a hallar los campos de radiacién de las dos particulas, suponiendo que el movimiento es no
relativista, pero considerando ahora las contribuciones multipolares a la radiacién. Un desarrollo
multipolar a segundo orden es el siguiente

5 QFf mxr
A:B+Q—2+
cr  6c¢3r cr

(30)

ret

1
donde p = /rpd3r, Qij = /(37@73 — ;) pdPr y m = % /r x Jdr.

No es necesario calcular el momento dioplar eléctrico p porque ya se mostré en la primera solucién
(ver mas arriba) que es nulo. Igualmente, por simple inspeccién de la simetria en el movimiento de
ambas particular, se deduce que no hay momento dipolar eléctrico.

El momento dipolar magnético se calcula segin la definicién dada. Para cada particula, J = qwa ¢'(wt)
y r' = a p/(wt). Por lo tanto, es inmediato que

M4 m® =24z N qua’ :
m=m") +m :22— ap'(wt) X quwa @' (wt)| = z = m=0 (31)
c c

Observamos que al no introducir deliberadamente (como en la solucién anterior) la interferencia entre
las emisiones de ambas cargas, el momento dipolar no registra una variacion temporal. Simplemente,
se presenta un momento dipolar magnético estatico, y que por lo tanto, no contribuye a la radiacion.
Esto es una consecuencia de la aproximacion no relativista, que no logra capturar las diferencias de
fase (variables en el tiempo) entre ambas cargas.

Por la definicion de los @);; es inmediato que Q,; = Q. = 0y Q. = —Qup — Qyy. Ademads, @,y =
2¢[3a? cos?(wt') — a?], Qyy = 2q[3a*sen?(wt') — a*] y Q. = 6 ga®sen (wt') cos(wt’) = 3 ga® sen (2wt’).
Las derivadas primera y segunda valen

. —sen (2wt’)  cos(2wt’) 0 ) —cos(2wt’)  —sen (2wt’) 0
Q = 6qwa® | cos(2wt’)  sen (2wt’) 0 . Q=12qw%a® | —sen (2wt’) cos(2wt’) 0 | (32)
0 0 0 0 0 0

El producto Q con # = sen @ cos ¢ & 4 sen f sen ¢ §j + cos ¢ resulta (para ' =t —r/c)
Q7 = —12qw?a®sen f[cos(2wt’ — @) & + sen (2wt’ — @) J] = —12qw3a® sen 8 p(2wt’ — ) (33)
El campo de radiacién vale

1 . 4 3,2
Braa = —(A x 7) = = = sen 0 p(2ut' — ) x 7 (34)
C c°r




y podemos calcular el campo eléctrico inmediatamente (recordar que Brag = 7 X E;aq)

4 3,2 A
E.g = =— qu;a sen 0 [sen 2(wt’ — @) cos 0 — cos2(wt’ — ) @] (35)
cAr
3,2\ 2 2
o quia 9, 1+ cos®0
(Evaal?) = 16( ) ) sen?g — 20 (36)
dP c [quia*\? , 1+ cos?f
G = 105 () e o

La potencia irradiada, en este caso, se debe al momento cuadrupolar.



