Problema de la espira por cuasi-estacionario

Problema

Se tiene una espira circular de radio a, resistencia R, y coeficiente L de auto-induccién, perpendicular
a un campo magnético uniforme. Si el campo se apaga exponencialmente, es decir, si

B(t) = Bye V'™ (1)

donde 7 es una constante de tiempo, calcular la corriente (¢) inducida en la espira (se desprecia el
efecto del campo magnético de la espira sobre las fuentes del campo exterior).

Solucion por aproximacién cuasi-estatica

El sistema parte de una situacion magnetostatica en la que sélo aparece un campo By Z uniforme en
todo el espacio. En t = 0 el campo comienza a decaer con un tiempo de relajacion 7. Las ecuaciones
de la electro-dindmica para ¢t > 0 son

1 0B A 1 OE
E-—-2 B-"jy4-2" 2
VX c Ot VX cJ+08t (2)

Aparece un campo eléctrico E debido a la variacién temporal de B (ecuacién de Faraday) y éste, a
su vez, induce un cambio en B segun la ecuacién de Ampere. La densidad de corriente J que figura
en la ecuacién de Ampere es la corriente inducida en la espira. Como el enunciado dice que la espira
presenta una resistencia, podemos asumir una ecuacién constitutiva J = ¢E para la espira (ley de
Ohm para un conductor real).

Si la variacion del campo magnético (externo) B(t) es lenta, podemos suponer que el campo eléctrico
serd capaz de seguir las variaciones del campo magnético. Como B se apaga exponencialmente, en
una aproximacion cuasi-estatica, podremos suponer que E también decaerd exponencialmente (y, por
supuesto, J = oE).

Las variacion en los campos viene dada por la derivada temporal de una funcién exponencial, y por lo
tanto dependera del tiempo de relajacion 7. Esto motiva a considerar como parametro perturbativo
la magnitud adimensional ¢/c7, donde ¢ es una longitud caracteristica del sistema (ain desconocida)
y ¢ es la velocida de la luz. Este pardametro perturbativo es el responsable de los cambios en las
componentes espaciales de E y B, aunque no de la variaciéon temporal, ya que estamos suponiendo
que ésta sigue un comportamiento exponencial. Es decir que en la aproximacion cuasi-estatica, los
campos pueden expresarse como
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donde Eq y By son los campos estéticos (nulo para el campo eléctrico). En adelante sélo tomamos
en cuenta la parte espacial de la solucién, ya que la parte temporal es una exponencial decreciente.
Para que esta aproximacion cuasi-estatica sea valida, debemos pedir que
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Esta condiciéon lleva a que los términos de orden superior sean despreciables. Podremos tomar en
cuenta soélo los términos de orden méas bajo, pero siempre asegurando un nimero suficiente que
permita observar los fenémenos fisicos de interés. En este caso, el “orden cero” corresponde a la
situacion estatica en la que V x By = 0 y Ey = 0. Para los siguientes ordenes, podemos observar a
partir de (2) que luego de derivar resulta
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(s6lo estamos escribiendo la parte espacial de los campos!).

En la ecuacién de Faraday (expresion de la izquierda), el primer orden fuera de la situacién estética
es el debido a B;. Esta es la primera perturbacion no estatica en el campo magnético, pero debido
a que estd multiplicada por ¢/c7, produce efectos sobre el segundo orden del campo eléctrico Eq. Si
no tomamos en cuenta hasta el segundo orden del campo eléctrico, estariamos ignorando el campo
magnético no-estatico. Por lo tanto, los érdenes mas bajos que vamos a considerar, sin perder los
primeros efectos de la induccién son
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La ltima aproximacién es vélida debido a la condicién (4). Pero ademds es til porque simplifica

los calculos, y fue sugerida en el enunciado del problema cuando se pide que “desprecie el efecto del
campo magnético de la espira sobre las fuentes del campo exterior”.

Aplicando el teorema de Stokes y simplificando factores, la ec. (6) se escribe como
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Ahora debemos relacionar los campos E; y Es con la corriente del lazo, que es la magnitud pedida
en el enunciado. Si observamos la ecuacién de Ampere en (5), advertimos que tinicamente el campo
E; produce efectos sobre B;. Entonces, la inica fuente de induccion (en este orden de aproximacion)
es J1 = oE;. La corriente en alguna seccién del anillo sera
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donde se incluye un factor ¢/cr debido a que J = oE, y E difiere de E; en ese factor, segin las
relaciones en (3).



La corriente I es la misma para cualquier seccién transversal del anillo A que se considere. Esto
es consecuencia de la aproximacion cuasi-estatica, dado que la corriente depende de E;, y éste a su
vez, es uniforme de acuerdo con la ec. (5). Esto significa que no puede haber puntos de acumulacién
de carga dentro del anillo (para este orden de aproximacién). Cualquier efecto capacitivo queda
descartado. En cambio, la resistencia R del anillo valdra
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Si observamos nuevamente la ecuacién de Faraday (5) vemos que sélo B puede producir efectos a
segundo orden E,. Por lo tanto, aplicando el teorema de Stokes a la ec. (5) sobre una superficie
limitada por el anillo, resulta

V><E2:B£1 N %Ez-dl:E/SBl-dS (10)

El campo B; puede hallarse por medio de la ley de Biot-Savart. Sin embargo, resulta complicado
llegar a una solucién explicita (la solucién viene expresada en funcién de integrales elipticas). Por
eso, se define un coeficiente L de auto-induccién del siguiente modo
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El coeficiente L depende exclusivamente de la geometria del sistema. El factor ¢ se debe a que
estamos trabajando en unidades gaussianas. i(t) es la corriente de induccién.

El campo E(r,t) que debemos usar en la relacién (11) es aquel debido a la auto-induccién. Pero, en la
aproximacién cuasi-estatica (5) vemos que los efectos inductivos debidos a la correccién By del campo
magnéticos, producen correcciones de segundo orden E; en el campo eléctrico (la fuerza electromotriz
debida a la auto-induccién es una correccién de segundo orden). Por lo tanto, la aplicacién de la
relacién (11) a este problema particular resulta
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donde se usé la correcién de segundo orden detallada en (3).

La corriente i(t) estd sujeta a la aproximacién cuasi-estatica. Esto significa que es capaz de seguir
el decaemineto lento del campo magnético y, por lo tanto, sigue la misma exponcial decreciente que
el campo B(t). La parte espacial I de la corriente es la misma que en (8), aunque ahora no estamos
interesados en relacionarla con el campo eléctrico a primer orden. Simplemente, re-aprovechamos el
argumento dado en (8) que aseguraba que I es constante a lo largo del anillo (debido a la aproximacién
cuasi-estédtica). Eliminando la parte temporal de la ec.(12) resulta
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Reemplazando las relaciones (9) y (13) en la expresién (7) resulta
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Verificacién por medio de la teoria de circuitos

La teoria de circuitos es una aproximacion cuasi-estatica. KEsta aproximacién viene dada por la
primera ley de Kirkoff, que senala que la corriente es uniforme en todo el lazo. Para que ello ocurra,
debemos pedir que la longitud de onda A de la corriente sea mucho mayor que la longitud del lazo
(A > a). Como \f = ¢, las frecuencias posibles de la sefial no podran exceder un cierto limite.
La senal excitadora es una exponencial decreciente con tiempo de relajacién 7. En un desarrollo de
Fourier se observa que las componentes en frecuencia de este tipo de senal dejan de tener relevancia
més alld de f = 2/7 (aproximadamente). Por lo tanto

A>a = r>2 (15)
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Comparando con las relaciones (4) podemos identificar la longitud caracteristica con ¢ = a. Bajo
esta condicidn, es posible recorrer el lazo (anillo) y escribir la ecuacién circuital
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que es equivalente a la ec. (7). La fuerza electromotriz es la debida al campo externo, segin se
coment6 en la ec. (7). El factor ¢® en el coeficiente de auto-inductancia se debe a que estamos
trabajando en unidades gaussianas. Podemos resolver directamente esta ecuacién diferencial, o bien
usando un factor integrante, o bien por separacién, o bien usando la transformacién de Fourier.
Seguimos el método del factor integrante
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agrupando la derivada del producto
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donde Cy = 0 porque i(c0) = 0 ya que desaparece la excitacién en t = oo.



