Problema 4 del primer parcial de F'T'1 - 2do cuatri 2014

1 Solucion por imagenes

Usualmente cuando nos plantean alguna geometria de conductores a tierra, lo mas comun es pensar
en el método de imdgenes, mds que nada cuando se trata de alguna combinacién de esferas y/o planos
infinitos (con los cuales ya lidiamos antes y hasta podemos tener a mano algtin resultado previo).
En esta direccién vamos. Imaginemos que en vez de un dipolo tenemos solamente una carga q en la
posicion del dipolo. ;Qué cargas deberiamos poner en este caso para emular la condicién de potencial
nulo en los conductores? Lo vamos a ver por separado, empezando por los planos.

Sabemos que una carga espejada respecto de un plano y con signo opuesto anula el potencial en
dicho plano. Esto (por superposicién) vale en general para cualquier cantidad de cargas siempre que
coloquemos correctamente una imégen espejada por cada una de las cargas originales.

Supongamos que tenemos una carga en la posicién 7, = (a,b,0). jAnulamos el potencial en los
planos x =0 e y = 0 si colocamos como cargas imagen solamente ¢; = —q en (a, —b,0) y g2 = —q en
(—a,b,0)? La respuesta es que no, porque justamente para que esto suceda deberfan todas las cargas
en x > 0 tener sus reflejadas en x < 0 y todas las cargas en y > 0 sus reflejadas en la regién y < 0.
La solucién es poner una tercera carga imagen g3 = q como reflejo de g; respecto del plano z =0y
simultaneamente reflejo de ¢o respecto del plano y = 0. Lo que pasa:

Fig. 1: Izquierda = dos cargas imagen. Derecha = planos a tierra emulados por tres cargas imagen.

Después veremos que llevar este resultado a los dipolos es simple si los pensamos como la super-
posicién de dos cargas: habrd que poner tres dipolos imagen si queremos anular el potencial en los
planos.

Para el caso de la esfera conductora de radio a usemos directamente que el valor de la carga imagen y
su posicién son conocidas; la deduccion de estos valores no es complicada de todas maneras. Tenemos
que es ¢; = —qa/rq y su posicién estd en la misma direccién que la carga real, a distancia r; = a?/ Tq
del centro (g es la carga real y r, la distancia desde el centro de la esfera). Al igual que en el caso
de los planos, si queremos anular el potencial en la esfera para mas de una carga deberemos poner
tantas cargas imagen dentro de la esfera como cargas reales tengamos afuera. Un dibujito:



Fig. 2: Izquierda = carga q en posicion rqyi’ + carga —qa/rq en posicion a? Jrqt.

carga con su imagen. El potencial sigue siendo nulo en r = a

Derecha = Otra

La pregunta ahora es cémo combinar el resultado de los planos con el de la esfera... A continuacién
la solucién con todas las imégenes y la explicaciéon del sentido de cada una de ellas después:
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Fig. 3: Potencial nulo en planos y esfera

qo = q es la carga real. Imaginemos que primero queremos anular el potencial en los planos. Poniendo
las imdgenes ¢1, g2 v ¢3 lo logramos, pero con esto no podemos nunca emular la esfera conductora (ver
Fig. 1). Para eso tenemos que agregar convenientemente nuevas imdgenes dentro de la esfera como
vimos hace un rato. Sean estas cargas qq, ..., q7, {qué podemos afirmar ahora? Que el potencial sobre
la esfera es 0. ;Sigue siendo vélido que sobre los planos el potencial es 07 FEn general cuando uno
agrega nuevas cargas imagen, se van rompiendo los logros anteriores (como vemos en los problemas
donde tenemos que poner infinitas imdgenes), pero este no es el caso porque si miramos cémo estan
distribuidas las nuevas cargas, vemos que unas son imagen respecto de los planos de las otras, con lo
cual la condicién de nulidad de potencial en z = 0 e y = 0 se sigue manteniendo.

Es facil ver que si hubiésemos empezado por poner la carga imagen que anula el potencial de la esfera
(g4) tbamos a estar obligados por los planos a poner las cargas restantes: g1, ¢z, g3 como imégenes de



qo Y q5, s, q7 como imagenes de ¢4, recuperando el mismo resultado.
Hasta acéd vimos la equivalencia entre los siguientes problemas en la regién de interés (notar que
ninguna carga imagen quedé en el interior de la region):
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Fig. 4: Izquierda = Problema con una carga y contorno a tierra. Derecha = Problema equivalente
con 1mdgenes.

;,Cémo saltamos al caso de dipolos? Si pensamos un dipolo como dos cargas opuestas separadas una
distancia pequefia ¢, podemos poner las imdgenes correspondientes como antes (o sea, 14 imdgenes...)
y nos aseguramos que la condicién de borde se sigue cumpliendo. Al tomar el limite § — 0 mante-
niendo ¢d — po veremos que recuperamos el problema original (las 14 imdgenes pasan a ser 7 para el
dipolo.)

Dipolo frente a una esfera conductora

Las imégenes de los dipolos respecto de los planos son faciles ya que no son mas que un dipolo de la
misma intensidad orientado de manera conveniente de acuerdo a como se reflejan las cargas que lo
componen.

En el caso de la esfera no podemos decir lo mismo y hay que calcularla. Consideremos entonces el
problema de la Fig. 5.

Escribimos el potencial completo de esta configuracién como

¢(F) = ¢cargas + ¢imagen (].)

donde
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y del resultado para las cargas imagen en una esfera tenemos que
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Fig. 5: Izquierda = dipolo py frente a una esfera a tierra. Derecha = problema equivalente con método
de imdgenes

Notemos que aunque las cargas imagen son opuestas los dipolos terminan orientados de la misma
manera puesto que cuanto mas alejada estd una carga de la esfera, su imagen resulta mas cercana al
centro de la misma

Usando que =7 ”I se desarrolla alrededor de 7 = 7, como
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Entonces, desarrollando alrededor de 7y = s/ la ecuacién (2) es
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(recordar que 75 = (s + 8)7').
Al tomar el limite § — 0 manteniendo ¢d — pg, llegamos al potencial generado por el dipolo ubicado

en s#':
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Para ver cudl es la imagen de este dipolo en la esfera tomamos el mismo limite, pero esta vez en la
ecuacion (4). Una forma de hacer esto es llevar (4) a algo parecida a (2). La distancia entre las cargas
imagenes dentro de la esfera es
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entonces podemos decir
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El término entre corchetes es de la misma forma que (2) y por lo tanto en el desarrollo va a quedar:

maren = |t i

Por 1ltimo, al tomar § — 0, ¢§ — po vemos que (a/s)qe — (a3/s%)py y por lo tanto (el limite en el
otro término es facil también):
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Conclusién: la imagen que anula el potencial en una esfera de radio a (de un dipolo py orientado
. . o3 . . g2 . . .
radialmente) es un dipolo de valor %5po ubicado a una distancia - del origen y orientado en la misma

direccién que el original, mas una carga de valor —po puesta en el mismo lugar.
Notar que la carga extra depende del sentido en el que apunta el dipolo. Si es en direccién # (como
el que acabamos de ver) la carga es negativa, mientras que en el caso contrario es al revés.

Volviendo al problema...

Como ya conocemos cudl es la imagen del dipolo que anula la esfera, lo que nos falta emular es la
condicién de potencial nulo sobre los planos. Esto ya vimos que es facil porque la imagen de un dipolo
respecto de un plano es el mismo dipolo espejado pero con el sentido cambiado.

Busquemos las direcciones en las que apuntan los dipolos imagen y sus posiciones si solo ten-
emos en cuenta los planos conductores. Si la posicién del dipolo real es (en coordenadas esféricas)
7o = (r,0,¢") = (r,0,0) = '# entonces las posiciones de los dipolos imdgenes serdn (dado que
todos estén sobre el plano zz):

o= (r,0L ) =0\ Tm—60,0) =r'"
o= (bl = (0 =) (12)
s = (r5,05,05) = (7 =0 7)) =1r'(=").
donde llamamos
7y = sin€'Z+cos®'Z =7 (13)
7 = sin@'%—cosf'zZ=7".
Ademés vemos que los dipolos seran:
pot’ (el dipolo real)
po(—7")  (dipolo imagen 1) (14)
po(—7") (dipolo imagen 2)
po(F) (dipolo imagen 3).
Asi, el potencial generado por estos dipolos puede escribirse como dice la ecuacién (7):
) ) e (), (e ()
= S _pny —#Y. . 15
¢(7) = pot Ty +po(—7") [ o + po(—7) (=) + por () (15)
(ver Fig. 6).

Fig. 6: 4 dipolos: Planos a tierra



El dltimo paso seréd colocar las imagenes de cada uno de estos dipolos dentro de la esfera, y con eso
conseguir la condicién de potencial 0 en la superficie. Siguiendo la ecuacién (11) esto queda:
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Fig. 7: 7 imdgenes: Potencial equivalente

Al final nos preguntan los momentos monopolar y dipolar de la configuracién. Para calcular el
monopolar tenemos que sumar las cargas totales. Los dipolos aportan carga neta nula, mientras que
las cargas imagen dentro de la esfera no. Sin embargo, vemos que las cuatro cargas también suman
cero, pues hay dos positivas y dos negativas, y son todas del mismo valor.

En cuanto al momento dipolar: como el monopolar es 0, el momento dipolar no dependeréd de la
posicién desde la cual lo calculemos. En particular, dado que esto es verdad también para cada
dipolo por separado, podemos calcular el momento dipolar llevando todos los dipolos al origen y
haciendo la suma en ese lugar. Sin embargo, vemos que nuevamente es cero, porque por cada flecha
en una direccién tenenemos otra apuntando en sentido contrario y con mismo valor absoluto. Desde
lejos se ve algo asi:
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Fig. 8: Potencial visto desde lejos



