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¾Un diso argado uniformemente es un ondutor?

Calule la distribuión de arga σ de un diso de radio a suponiendo que el diso es un

ondutor perfeto. Veri�que que, en ese aso, las argas no se distribuyen uniformemente

a lo largo del diso.

(a) ¾Dónde observa una mayor aumulaión de argas? Explique por qué.

(b) Compare la distribuión de argas hallada on el modelo del anillo argado uniforme-

mente. ¾Enuentra alguna similitud?

() ¾En qué región del espaio es posible ignorar los �efetos de borde�? En ese aso, un

diso argado uniformemente ¾se paree a un ondutor perfeto?

Soluión

En un ondutor perfeto, las argas pueden moverse libremente (instantáneamente), de

manera que pueden reaomodarse hasta que las fuerzas entre ellas se anule (sin salirse del

ondutor). Por lo tanto, al �nal del proeso de reaomodamiento, esperamos un ampo

de fuerzas nulo en el interior del ondutor (F = 0). Esto es lo mismo que esperar un

ampo elétrio nulo (E = F/q), ya que éste representa la fuerza que sentiría ada ar-

ga del ondutor (exluimos los bordes, ya que las argas no pueden abandonar el medio).

Si el ampo eléstrostátio es nulo, entones el potenial entre dos puntos ualquiera (a y

b) del medio debe ser el mismo

φ(a)− φ(b) =
∫ b

a
E · dl = 0 ⇒ φ(a) = φ(b) (1)

Fuera del ondutor existirá ampo elétrio, porque el ondutor está argado (aunque

las argas estén debidamente distribuidas de manera de anular el ampo en su interior)

y esas argas atúan omo fuentes de ampo elétrio. Reordar que siempre es posible

enerrar al ondutor en una super�ie gaussiana de manera que el �ujo a través de la

super�ie es proporional a las argas enerradas

∫ ∫

S(V )
E · ds = Q

ǫ0
(ley de Gauss) (2)

Por el ontrario, ualquier volumen errado que no inluya al ondutor no generará un

�ujo neto de ampo elétrio, ya que no enierra arga alguna (las argas están úniamente

en el ondutor). Por el teorema de la divergenia sabemos que

∫ ∫

S(V )
E · ds =

∫ ∫

V
∇ · E dV = 0 (porque qencerrada = 0) (3)

1



y omo el volumen V se elige arbitrariamente (aunque siempre fuera del ondutor), en-

tones debe ser que ∇ · E = 0.

Hasta el momento sabemos que en el interior del ondutor se umple que E = 0, mien-

tras que en el exterior ∇ ·E = 0. En el borde (o super�ie) del ondutor hay un �salto�

abrupto del ampo elétrio porque pasamos súbitamente de la región interior (E = 0) a
la exterior, en donde hay un �ujo de ampo elétrio. Evidentemente, esto sólo se puede

deber a las argas del ondutor distribuidas en la super�ie.

¾Por qué las arga se distribuyen en la super�ie?

Porque si tomamos un pequeño volumen en el interior del ondutor, y ese volumen

enierra alguna arga, entones existiría un �ujo de ampo elétrio a traves de la super-

�ie de ese volumen. Pero sabemos que E = 0 en el ondutor. Por lo tanto, no puede

haber argas en el interior. Las argas deberán distribuirse entones en la super�ie del

ondutor.

¾Cuánto vale el �salto� del ampo E en la superfie del ondutor?

Si tomamos una pequeña super�ie gaussiana que ontenga una porión δs de la super�ie
del ondutor, notaremos que úniamente el �ujo de la ara exterior (de la super�ie

gaussiana) ontribuye en la apliaión de la ley de Gauss (reordar que en el interior

E = 0)

E · δs = δq

ǫ0
=

σδs

ǫ0
⇒ E · n̂

∣

∣

∣

∣

sup
=

σ

ǫ0
(4)

El ampo elétrio depende de la densidad super�ial de arga σ. ½El problema es que

no sabemos uánto vale σ! Efetivamente, desonoemos uánto vale porque las argas se

reaomodaron hasta alanzar la ondiión E = 0. Lo únio que sabemos es que no hay

ampo elétrio en el interior del ondutor, o sea, que su potenial φ es onstante según

la relaión (1).
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Para preisar el problema, al menos se debe alarar a qué valor de potenial se oloa el

ondutor (respeto de alguna referenia). Si no se da este dato, el problema no puede

resolverse ompletamente porque según la relaión (1), la diferenia de potenial entre

dos puntos dependerá de lo intenso que sea el ampo E.

Supongamos que el ondutor está a un potenial φ = V respeto del potenial en puntos

muy lejanos (en el in�nito). Podemos �jar omo referenia φ = 0 en el in�nito, para

mayor simpliidad. Entones el problema a resolver es































∇ · E = 0 (fuera del conductor)

φ = V (borde del conductor)
φ = 0 (en infinito)

(5)

Cálulo del potenial

Podemos imaginar que un diso ondutor es un sólido en forma de �pastilla� (formal-

mente se llama elipsoide oblado) que se lo aplastó hasta haerlo in�nitamente delgado.

La super�ie de un elipsoide oblado se puede desribir omo

x2 + y2

α2
+

z2

β2
= 1 (6)

donde la relaión entre los parámetros α y β representa el nivel de �aplastamiento� de

la �pastilla�. Si α = β tenemos una esfera, mientras que si β ≪ α obtenemos un �aplas-

tamiento� en la oordenada z. Cuando β → 0, los valores posibles de z también deberán

haerse in�nitamente pequeños (de manera que se siga umpliendo la relaión (6)) y ob-

tendremos un diso plano.

La soluión del problema planteado en (5) se simpli�a muho si logramos expresar las

euaiones en un sistema de oordenadas en el que el potenial sea onstante a lo largo

de una únia oordenada, o lo que es lo mismo, que el ampo E tenga una sola ompo-

nente, o bien, que la distribuión de argas σ (fuente del ampo E) dependa de una sola

oordenada. Por ejemplo, si elegimos un sistema de oordenadas de tipo esfério
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x

α
= sen θ cosϕ

y

α
= sen θ senϕ

z

β
= cos θ

(7)

(θ es el ángulo polar(vertial) y ϕ es el ángulo azimutal(horizontal)) la simetría del prob-

lema hae que la soluión no dependa de ϕ. Sin embargo, sí puede depender de θ según

lo lejos que nos posiionemos del diso. Si nos posiionamos muy próximos a la super�ie

(plana) del diso, éste se peribirá omo muy extenso, y por lo tanto, el ampo elétrio

será prátiamente vertial (en ẑ). En ambio, si nos posiionamos muy lejos, el diso se

peribirá omo una arga puntual, y por lo tanto, el ampo elétrio será prátiamente

radial.

Para evitar la dependenia en la oordenada θ, debemos �orregir� el sistema esfério, de

manera de �aplastarlo un poo� para que siga el ontorno del ondutor. Esto se puede

haer eligiendo α = a cosh r y β = a senh r, de manera que el sistema de oordenadas

sea



















x = a cosh r sen θ cosϕ
y = a cosh r sen θ senϕ
z = a senh r cos θ

(8)

Este sistema de referenia es de tipo elipsoidal oblado. Observemos que si la distania

radial r → 0, entones, desribe un diso plano de radio a. Si r ≫ 1 desribe una esfera.

Esto es justamente lo que nos interesa. Podemos suponer que en este sistema oordenado,

el ampo elétrio solo tendrá omponente E = Er r̂ (o sea Eθ = Eϕ = 0). Además, omo

E india la direión en que varía el potenial, observamos que sólo varía en la direión

r, independientemente de las oordenadas θ y ϕ. Por lo tanto, podemos asegurar que

φ = φ(r).

La soluión del problema se simpli�ó muho por medio de la transformaión propuesta

en (8). El únio uidado que hay que tener a partir de ahora es en esribir orretamente

los elementos difereniales en el nuevo sistema. Por ejemplo, un elemento diferenial de

amino ahora vale

dl = hr dr r̂ + hθ dθ θ̂ + hϕ dϕ ϕ̂ (9)
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donde los fatores de esala hr, hθ y hϕ se obtienen a partir de la transformaión (8) y

de onsiderar que (dl)2 = (dx)2+ (dy)2+ (dz)2 = (hr dr)
2+ (hθ dθ)

2+(hϕ dϕ)
2
. Resulta

hr = hθ = a
√

cosh2 r − sen2θ , hϕ = a cosh r sen θ (10)

Analiemos ahora el planteo (5) en este sistema de oordenadas. Sabemos que el problema

tiene simetría en ϕ, por lo que esperamos que el ampo elétrio, a lo más, sea una funión

E = Er(r, θ) r̂. El �ujo de este ampo a través de un elemento de super�ie normal a r̂

vale

E · ds = Er(r, θ) ds = Er(r, θ) hθhϕ dθdϕ (11)

Pero sabemos que se debe umplir, según el planteo (5), que ∇ · E = 0. Es deir, que

el �ujo (que sólo existe en la direión r̂) debe permaneer onstante a lo largo de r̂. Si

no fuera así, habría una fuente de ampo, ontraviniendo la ondiión de divergenia nula.

Se dedue a partir de (11) que Er(r, θ) hθhϕ sólo puede ser una funión (a lo sumo) de θ,
pero no de r. Entones, Er(r, θ) hθhϕ = f(θ).

Por otro lado, la relaión (1) muestra que la variaión ini�niteimal del potenial en la

direión r es

dφ = −Er hr dr siendo dφ =
∂φ

∂r
dr (12)

onsiderando que no hubo ambios en las demás oordenas (dθ = dϕ = 0). Por lo tanto,

si ombinamos esto último on lo que sabemos del ampo elétrio resulta la relaión

− 1

hr

∂φ

∂r
hθhϕ = f(θ) ⇒ ∂φ

∂r
= −f(θ)

hϕ

=
A

cosh r
(13)

donde toda dependenia en θ debida a hϕ, más f(θ), fue absorbido por la onstante A.

Esto es posible dado que habíamos antiipado que φ = φ(r), y por lo tanto, no puede

depender de θ.

El potenial resulta inmadiato a partir de ahora, ya que integrando da

φ(r) = A
∫ cosh r

cosh2 r
dr = A

[

arctan(senh r) + B
]

(14)
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(se realizó la sustituión u = senh r y se usó la identidad cosh2 r = 1 + senh2r en el

denominador).

Evaluamos las onstantes a partir de las ondiiones de borde de (5). Como el potenial

vale φ = V en el borde del ondutor, es deir en el diso plano, entones, φ(r → 0) = V .

Reordemos que para r → 0, los parámetros α y β tienden a 1 y 0, respetivamente.

En esa situaión, el elipsoide �olapsa� haia un diso plano de radio a. De auerdo on

(14) obtenemos que A.B = V . En ambio, uando r → ∞, arctan(senh r) → π/2. De

auerdo on (14), el potenial es nulo en ese aso y resulta la ondiión AB +Aπ/2 = 0.
La soluión es entones

φ(r) = V
[

1− 2

π
arctan(senh r)

]

(15)

Cálulo de la distribuión de arga

Para hallar la distribuión de arga debemos obtener primero el ampo E en la super�ie

del diso, según establee (4). Pero, a partir de (12) resulta

Er = − 1

hr

dφ

dr
=

2

π

V

a
√

cosh2 r − sen2θ

cosh r

1 + senh2r
(16)

Sobre la super�ie del diso, es deir uando r → 0, el ampo vale

Er

∣

∣

∣

∣

sup
=

2V

aπ cos θ
(17)

Reodemos que si r → 0, de la transformaión de oordenadas (8) se dedue que

x2 + y2 = a2sen2θ = a2(1− cos2 θ) (18)

y llamando ρ2 = x2 + y2 se obtiene que la distribuión de arga total vale

σtotal = 2σ =
4 ǫ0 V

π

1√
a2 − ρ2

(19)

El heho de que la distribuión total valga 2σ se debe a que al �olapsar� la ara superior

(on arga σ) y la inferior del elipsoide (también on arga σ), ambas distribuiones

(identias) se suman.
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(a) ¾Dónde observa una mayor aumulaión de argas? Explique por qué.

La mayor aumulaión de arga se enuentra erana al radio a del diso. Esto se puede

expliar del siguiente modo: si el diso fuera in�nitamente extenso, una distribuión de

arga uniforme generaría un ampo perpendiular al plano argado. La super�ie de

arga (ortogonal al ampo elétrio) oinidiría on una super�ie equipotenial. Sin

embargo, al no ser el diso in�nitamente extenso, las ontribuiones debidas a radios

mayores que el diso, desapareerían. La únia forma de ompensar esta �ausenia� de

argas, manteniendo inalterable el ampo elétrio, es aumulando más arga era del

borde, de tal forma que el ampo elétrio permaneza ortogonal a la super�ie.

(b) Compare la distribuión de argas hallada on el modelo del anillo argado

uniformemente. ¾Enuentra alguna similitud?

La distribuión σtotal se onentra en la región erana al borde del diso. El aso del

anillo uniformemente argo puede verse omo una situaión extrema en la que toda la

arga se onentra en ρ = a. Más aún, el potenial generado por un anillo argado en

ualquier punto ρ < a y z = 0 es (fr. Jakson 2

◦
ed., pág. 64)

φanillo ≃ V
[

1 +
1

4

(ρ

a

)2
+

9

64

(ρ

a

)4
+

25

256

(ρ

a

)6
+ . . .

]

(20)

El potenial del anillo es prátiamente onstante, on una primera orreión de orden

uadrátio. El potenial de un diso uniformemente argado vale

φuniforme ≃ V
[

1− 1

4

(ρ

a

)2
− 3

32

(ρ

a

)4
+ . . .

]

(21)

Curiosamente, la orreión de segundo orden de un diso uniforme es similar a la del

anillo (on el signo ambiado). El signo en la orreión de segundo orden se relaiona

on la omponente del ampo elétrio que es paralela al diso (tangenial a la super�ie

del diso). En el aso del anillo, existe una omponente Eρ ρ̂ apuntando haia el entro

del anillo, mientras que en el diso uniformemente argado, tiene sentido opuesto. La

distribuión en el anillo es exesivamente intensa, generando una omponente tangenial

entrante, mientras que en diso uniforme, no alanza on la antidad de arga en el borde

para mantener un ampo elétrio ompletamente ortogonal a la super�ie.
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() ¾En qué región del espaio es posible ignorar los �efetos de borde�? En

ese aso, un diso argado uniformemente ¾se paree a un ondutor perfeto?

Comparando las orreiones a segundo orden para el anillo y para el diso uniforme,

observamos que siempre que ρ ≪ 2a es posible ignorar los efetos de borde. Por ejemplo,

si no queremos ometer errores mayores al 10% en el potenial, entones el punto de

observaión no podrá apartarse más allá de ρmax = 0, 63 a.
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