Fisica tedrica 1—1er. cuatrimestre 2011—Primer parcial, con soluciones (16/5/2011)

Problema 1. Sobre un plano infinito a potencial cero hay una semiesfera de radio a, como muestra la figura.

Sobre la semiesfera el potencial es V(p,0) = V;sin6 cos @ cos p.
a) Encuentre el potencial en todo el espacio. (Objetivo: cuentas cero.)

b) Encuentre la fuerza sobre la semiesfera integrando el tensor de Maxwell sobre alguna de las dos super-

ficies propuestas. (Sugerencia: elegir la que haga el célculo mas simple.)

c¢) (Puede elegirse V' (p,0) o la distribucion de carga sobre la semiesfera de modo que experimente una
fuerza horizontal? Si se reemplazara la semiesfera por una superficie menos simétrica, a cierto potencial
o con cierta distribucion de carga, ;se podria fabricar un vehiculo propulsado horizontalmente por la

fuerza electrostética con el plano? Justifique.
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» Solucién. (a) El problema puede resolverse por imdgenes. El potencial cero sobre el plano puede con-
seguirse eliminando el plano conductor y reemplazando la semiesfera por una esfera cuyo potencial f/(go, 0)
coincida con V' (p, #) en el casquete superior y se prolongue en el casquete inferior de manera antisimétrica
respecto del plano z = 0 . La antisimetria de la condicion de contorno asegurara que el potencial para el
problema auxiliar sea antisimétrico respecto del plano z = 0 'y, por lo tanto, cero en ese plano. De esta
manera, en el semiespacio z > 0 se cumplirdn todas las condiciones del problema original.

Si queremos completar el potencial V' (i, 6) sobre toda la esfera para que sea antisimétrico respecto del

plano z = 0, lo que habra que hacer es definir
Ve, 0), si 0<60<m/2
Vip,0) =
—V(p,m—10), si m/2<60<m.
Esto seria en general. Pero en el caso particular del potencial V (¢, §) = V{ sin 6 cos § cos p, como la funcién

sin 6 cos 6 ya es impar respecto de § = 7 /2, directamente puede escribirse

V(p,0) = Vysinf cosf cos .
Entonces, lo que hay que resolver es el potencial en todo el espacio cuando en la superficie de la esfera
de radio a es igual a f/(gp, 0). La solucién de este problema es directa. Dentro de la esfera hay que proponer
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O(r) = Z Z Yim(©,0) Apnr?, r<a

=0 m=—1



Si la condicién de contorno V (¢, 6) se desarrolla en la misma base,

Z Z Yim 907 lm7

=0 m=—1

la comparacion de las dos expresiones, cuando el potencial se evaliia en » = a, implica

Alm:@
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Del mismo modo, fuera de la esfera debe ser

ZZYzm% l+1, rZ>a.

=0 m=—1

Y la comparacion de esta funcidn evaluada en » = a con el potencial V' da
41y
Blm =a Wm

En general, tanto dentro como fuera de la esfera puede escribirse

l

Z Z Yim (. 0) aVim—5 z+1 (1)

=0 m=-—I
Ahora bien, una somera inspeccion de los arménicos esféricos permite ver en seguida que el potencial
V(p,0) = Visinf cosf cos ¢ es una combinacion lineal de los arménicos con [ = 2. De manera que la suma

en [ en la solucién (1)) incluye sélo el término [ = 2, y queda

Pero lo que ha quedado escrito ahi es el propio potencial. Finalmente,

2
O(r) = aVOT—g sin @ cos f cos .

TS

Este potencial, restringido a la region 0 < 6 < 7/2, resuelve el problema original de la semiesfera y el plano.

(b) De las dos superficies propuestas, la que hard mas simple el célculo del flujo del tensor de Maxwell
es la primera. Esta superficie tiene dos partes: una que coincide con el plano conductor y otra que encierra
la semiesfera original a través de una semiesfera de radio R. Si R — o0, sobre esta semiesfera no es
necesario hacer ninguna integral, pues el campo eléctrico decae como 1/r* 'y, a lo sumo, la integral del
tensor de Maxwell dard algo de orden R?/R® = R™°. Queda sélo la integral sobre el plano, que se simplifica

grandemente porque ahi el campo eléctrico es perpendicular al plano, de manera que

1 1 1
T -n|,_,=— (n-E)E - -E’n| = — E*|__n.
z= 47 2 8 z=0
Como la normal exterior es —2Z, es
1
T. —— E?
n’z 0 87T ‘



Entonces, la fuerza sobre la semiesfera vendra a través de una integral en todo el plano z = 0,
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27 %)
F=-—2 d dp E? .
5 ), ¢>j£ pdp E?|_,

(2)

Debido a que el potencial se escribe de maneras distintas dentro y fuera de la semiesfera, habra que dividir la

integral en p en dos intervalos.

Dentro de la semiesfera,

r? Vo
®(r) = aVy— sinfcosf cosp = — xz.
a a
Por lo tanto,
. NG
E(r)=—(zz2+ zx)ﬁ,
y sobre el plano z = 0,
Vo
E(r)lz:O = ?Z, p< a.
Por otro lado, fuera de la semiesfera puede escribirse
Tz
@@:&%F.
Lo que da
a’V a*Vj

E(r)=—(z2+z22) 50+5x2 r.

r r7

Sobre el plano z = 0 queda

xa’Vp
BWly= ' p>a

Finalmente, escribiendo x = p cos ¢, la integral (2)) es

3 2m a p‘/()Q 9] a3‘/02 5
F——— [ dpcos® dp (220 d _ 2y
), et [T (5) + [ (50) | =

(c) Se pregunta ahora si es posible elegir un potencial sobre la esfera, u otro tipo de superficie, de manera

que la fuerza tenga también una componente horizontal. Acabamos de ver que aunque el potencial sobre la

esfera no tenia simetria de revolucién en ¢, la fuerza resultante dio en 2. El resultado es general y la fuerza

nunca puede tener una componente horizontal. La manera més directa de demostrarlo es a través del tensor

de Maxwell. Si el objeto que estd sobre el plano es acotado, la fuerza podra calcularse tal como hicimos mas

arriba para la semiesfera, es decir, integrando el flujo del tensor de Maxwell sobre el plano conductor. Pero

como el campo es normal al plano, el producto (T - E) tiene ahi la direccién z, y por lo tanto su integral, que

da la fuerza neta, esta en z dnicamente.

Habia otras formas de demostrar lo anterior sin recurrir al tensor de Maxwell. EI mismo hecho de que el

campo sea perpendicular al plano permitia afirmar que la fuerza sobre el plano iba a estar en la direccion z.

Pero por accion y reaccion la fuerza sobre el cuerpo debia ser igual y opuesta y, por lo tanto, estar en 2.



También era posible usar argumentos de simetria o basados en consideraciones energéticas. Supongamos
que sobre el plano haya un cuerpo de cualquier forma, cargado con cierta densidad de carga p, que puede ser
superficial o no. Entonces la fuerza sobre el cuerpo puede pensarse como debida a la imagen del cuerpo por
el plano. Ahora bien, para cada par de cargas, una en el cuerpo y otra en su imagen, podemos encontrar un
segundo par cuya fuerza de interaccioén cancela la componente horizontal de la fuerza de interaccion entre el

primer par de cargas. Luego, la resultante horizontal de la fuerza es cero.

Formalmente, podriamos escribir la fuerza que ejerce la imagen del cuerpo sobre el cuerpo integrando la

r — I'
/ dS/ ' pE) Prmg (1)
cuerpo 1magen ’ |

donde pinm, €s la densidad de carga asociada a la imagen. Como la imagen del cuerpo difiere de éste s6lo en

fuerza de Coulomb,

una reflexion por el plano 2z = 0, la integral sobre la imagen puede llevarse al mismo dominio que la integral

sobre el cuerpo, teniendo el cuidado de cambiar 2’ por —z’

AR A n 2
_/ d37,/ dgr/ p(.fC,y,Z) pimg(xluyla_zl> (1: x)x—i_ <y y>y+ (Z+Z)3i2
cuerpo cuerpo [(93' - 1'/)2 + (y — y/)2 + (Z + Z/)2]

Ahora bien, la densidad de la imagen en el punto (z’,1y’, —2’) es menos la densidad del cuerpo en el punto

(2',y', 2"), de modo que

= / dgr/ &r' p(a,y, 2)p(e' sy, 2') ww)it-y)jrlzte );2.
cuerpo cuerpo [(ZE — X )2 + (y -y ) + (Z + Z’)Z]

El integrando en esta expresion es antisimétrico respecto del intercambio de x por x’ o de y por 3/, de forma

que en esas dos direcciones la integral debe anularse y ser inicamente

2+ 2
=2 d3r/ &' plx,y, 2)p(,y, 2) .
/cuerpo cuerpo [(l‘ - l./)Z + (?/ - y/)2 + (Z + Z/)2}3/2

Otra forma de convencerse de que la fuerza no puede tener componente horizontal es pensando que

verdaderamente hay una distribucién de carga imagen, que por accién y reaccion debe experimentar una

fuerza igual y opuesta a la que ejerce sobre el cuerpo, como en la figura de abajo a la izquierda.
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Pero por simetria es evidente que si el cuerpo sufre una fuerza como en la figura, la imagen debe experimentar
una fuerza que es el reflejo de aquella. Estas dos cosas s6lo pueden ser ciertas si la fuerza es normal al plano.

Otro argumento posible es decir que si el cuerpo experimentara una fuerza horizontal, deberia haber una
variacion de la energia del campo que favoreciera los desplazamientos en la direccion de la fuerza. Pero
cualquier desplazamiento horizontal del cuerpo sobre el plano produce un nuevo campo que es simplemente

la traslacion del campo original. Por lo tanto la energia es la misma y no puede haber fuerzas horizontales.

m Problema 2. El interior de un cubo de lado a esta dividido en dos mitades, una de las cuales estd ocupada

por un dieléctrico de permitividad € y la otra estd vacia. Las paredes del cubo estan a potencial cero.

a) Encuentre el potencial dentro del cubo si hay una carga g en la regién ocupada por el dieléctrico.

b) Idem cuando la carga esté en regién del cubo sin dieléctrico.

T

» Solucién. (a) El problema puede resolverse por superposicién del potencial de una carga neta ¢/e, en la
posicion de la carga original, mas el potencial de un cuadrado cargado sobre la interfase dieléctrico—vacio.

En el interior del cubo, inicamente en esos dos lugares puede haber cargas. Escribamos entonces
P(r) = ye(r) + Ppai(r),

donde ®, es el potencial de una carga ¢ dentro del cubo, y @, el potencial de una distribucion superficial,
desconocida por el momento, sobre la interfase z = a/2 entre el dieléctrico y el vacio. Estos dos potenciales

pueden escribirse de manera similar si cada problema se plantea por separacion de variables dividiendo en



regiones segun la coordenadas z. Supongamos que la carga estd en r' = (2, %/, 2’). El potencial de la carga

apantallada tendra la siguiente forma

Be(r) = % 3" App sin (?) sin <m§y> sinh[kyn (@ — 22)] sinh[kpmz<], 3)
n,m=1

donde
kpm = E\/n2 + m2.
a

Los coeficientes A, son, en principio conocidos, si se conoce la funcién de Green del cubo (mas abajo los
calculamos). La comparacion que define z- y z. esentre z y la altura de la carga, z’. En tanto el potencial

debido a la distribucién de carga sobre la interfase z = a/2 serd

Bpo(r) = > B sin ("%5”) sin <m§y> sinh [k (@ — 5= )] sinh[kpmZ<]. @)
n,m=1

Aqui la comparacion que define 2. y Z. esentre z y a/2.
Las incégnitas del problema terminan siendo los coeficientes B,,,,. La ecuacioén que los determina es la
continuidad de D normal a través de la interfase del dieléctrico, puesto que en esa superficie no hay cargas

libres,

0o

0D
Pt _
0z

z=at/2 B 5

z=a="/2

Término a término, esto significa

e{gAnm sinh[kp (a — 2")] cosh[kpma/2] — Bpm cosh|k,ma/2] Sinh[k:nma/Q]}
€

= {gAnm sinh[kp,(a — 2)] cosh[kpma/2] + By sinh[kp,a/2] cosh[knma/Q]}.
€

El cuidado que hay que tener para llegar a esta expresion es en escribir correctamente quiénes son 2. y Z
para cada contribucion al potencial. Respecto de la carga, la interfase del dieléctrico corresponde a la regién
2« = z, independientemente de si uno se acerca por encima o por debajo. Pero respecto del potencial @,

por encima de la interfase es 2. = a/2, y por debajo Z. = z. Agrupando términos y despejando, queda

B, — q(e—1 sinb[k;nm(a — 2] A
e \e+1 sinh[kpma/2]

Conocidos los A,,,,, esto resuelve completamente el problema.

(b) Si la carga esta en la region sin dieléctrico hay que modificar los calculos anteriores levemente. Como

la carga no estd apantallada, ahora es

P(r) = y(r) + Ppa(r).



Valen para ®, y @, los mismos desarrollos y (4), reemplazando ¢/e por g, y donde los B,,, no son
necesariamente los que obtuvimos en el item anterior. La condicién de continuidad para D normal se escribe

de manera ligeramente distinta, porque respecto de la carga la interfase esta ahora por encima. Al final queda

e{ — qAnm coshlkpma/2] sinh|k,,,2"] — Bum cosh|kyma/2] sinh[ky,a/ 2]}

- { — qAum cosh[Enma/2] sinh{kpmz'] + By sinh[kma,/2] cosh[k;nma/2]}.

Luego, para este segundo problema es

e — 1\ sinh[k,,, 2]
1 (e + 1) sinh[kpma /2]

Pueden comprobar que tanto si la carga se acerca a la interfase por encima como por debajo, se obtienen

los mismos limites, y equivale a tener una carga de valor 2¢(1 + €) en un cubo a tierra, sin dieléctrico.
* & *
Falta calcular los coeficientes A,,,,. El potencial de una carga ¢ dentro de un cubo a tierra a una altura 2’ se

calcula dividiendo en dos regiones, seglin sea z mayor o menor que z’, y planteando separacion de variables.

La forma correcta del potencial es

P,(r)=gq i A sin (%:CE) sin <m;ry> sinh[k,,(a — z5)] sinh[kp,2<].

n,m=1

Los coeficientes A,,,, se calculan con el salto de la derivada normal del potencial a través del plano z = 2/,

0P 0P A
— - — =470
0z z=2'— 0z z=z/t !
La densidad de carga sobre este plano es
74fo9) = e =)oy =) = 3 sin (75 ) sin (7

Los coeficientes o,,,, se calculan invirtiendo la serie,

2 2 a a /
Opm = (—) / dfﬁ/ dy sin <@> sin (mﬂy ) oq(7,y)
a 0 0 a a
4 (nm;’) , (mry’)
= —gsin sin .
a a a

La condicion de salto es entonces

qk‘nmAnm{ sinh[kp,, (a — 2")] cosh[kpm2'] + cosh[kpm, (a — 2')] sinh[knmz’]} = 470 pm,

lo que implica

A 160 . [(nmx’\ . [nmy 1
wm = —— sin sin ' .
a? a a Eypm sinh[k,,al



= Problema 3. Sobre un cilindro infinito de radio a circula una corriente superficial k(p, z) = k., (@, 2) 2 +

ky(, 2) ¢. No hay otras corrientes, y la densidad de carga en todo el espacio es independiente del tiempo.

a) Considere un elemento de drea como el de la figura. Haciendo el balance de las corrientes que entran y

salen de ese elemento, demuestre que (0k,/0z) + (1/a)(0k,/0p) = 0.

_
ey

K(p,2) T

N
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b) Suponga que la corriente sobre el cilindro es k(yp, z) = Kgcos Az cosp 2 + Ky(p, 2) §, con A > 0.

Encuentre «,, con la condicién de que si A = 0 sea x, = 0.

c¢) Para la corriente del item (b), encuentre B a partir de un potencial escalar, discontinuo en p = a.

Ayuda: una funcién f(¢p, z) en el cilindro infinito puede desarrollarse como
flo,2) = Z / dk{ [A, (k) cosvp + B, (k) sinvy] coskz + [C, (k) cos vp + D, (k) sin vep] sin k’z}
v=0 0

Solucion. (a) A través de cada lado del elemento de area entran o salen las corrientes mostradas en la figura.

Como no hay acumulacién de carga, la suma de todas las corrientes debe ser igual a cero.

k2 (p, 2+ 0z) adyp

T

k(o4 dp,2)0z
ke (p,2)02

!

K2 (p, 2) adyp

Eso implica
k(@2 +02) adp + k(@ + 09, 2)02 = K. (¢, 2) adp + Ku(p, 2)dz.

Tomando el limite oo — 0, 6z — 0, se obtiene la relacion buscada,

Ok + l%

Dz a dp =0




(b) Para una corriente de la forma

K(p,2) = Kocos Az cos p 2 + Ky(p, 2) @,

la relacion demostrada en el item anterior significa

3/@0(@, Z)
Oy

= AakKg sin Az cos @,
lo que a su vez implica
ky(p, 2) = Aakgsin Azsing + f(z).
La condicion de que se anule si A = 0, permite elegir f(z) = 0. Asi que, en definitiva,
K(p,z) = KJO(COS Az cos p 2 + Aasin Az singo@) :
(c) Tanto dentro como fuera del cilindro V x B = (. De manera que en esas regiones podra escribirse
B, =-V®,, B;=-Vo,.

(Usamos el indice 1 para indicar la regién p < a, y el indice 2 para laregion p > a.) Ademdsalser V-B = 0
los potenciales en cada regiéon cumplen Laplace. Las condiciones que habrd que pedir son la continuidad de

B normal a través del cilindro y el salto de la componente tangencial; es decir,

R o A4r
(B —By)-p=0, (B;—DBy)x p=—kK.

Como los potenciales satisfacen Laplace, en cada region admitirdn un desarrollo en cilindricas de la forma

Z / dk )cosvp + B, (k) sinvp] cos kz

+ [C, (k) cosvp + D, (k) sinvep] sin kz} I,(kp),

Z / dk )cos v + B, (k) sin 1/90} coskz

+ [C’,,(k) cos vy + D, (k) sin wp] sin kz} K, (kp).
Comparando término a término, la condicion de continuidad de B normal implica,
Ay (k)1 (ka) = B, (k) K, (ka),

y lo mismo para cada par de coeficientes. Esto puede asegurarse redefiniendo los potenciales del siguiente

modo

Z/ dk: )cos v + . }[V(kp)K,’/(k:a),

Z/ dk Jcosvp + . }K,,(kp)[l',(ka),



con los mismos coeficientes A,, B, etc., en las dos expresiones.

Para escribir la condicién de salto del campo magnético tangencial hay que calcular B a cada lado del
cilindro y tomar el producto vectorial con p. Eso va a dar un par de ecuaciones, una en la direccion 2 y la otra
en . Cualquiera de las dos serd suficiente para determinar los coeficientes A,, etc. Por ejemplo, podemos

usar

4 4
(Biz — Ba.) = —7T/i¢ = T \akp sin Az sin ©.
c c

Calculemos entonces B en la direccion z a cada lado del cilindro. Sera, término a término,

d
Bl =— % (k) = k{ [A, (k) cosvyp + B, (k) sinvep]sin kz
p=a],
— [Cy(k) cosvp + D, (k) sin vy cos k‘z} I,(ka)K! (ka),
o
Baolpey = — % (k) = k{ [A, (k) cosvy + B, (k) sinvep]sin kz
p=a],
— [Cy (k) cosvp + D, (k) sinvy| cos kz} I (ka)K,(ka).
Al hacer la diferencia se forma la combinacién [, K] (ka) — I/ K,(ka) = —1/(ka). Debido a que la corri-

ente K, ya estd escrita como un producto de funciones trigonométricas en z y en (, la comparacion con la

diferencia de los campos es directa y da
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Luego,

4
®y(r) = —%)\a%g I;(Ap)K1(Ma) cos Az sin ¢,

4
Dy (r) = —%T)\a2/£0 I1(Aa) K1 (\p) cos Az sin .
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