Fisica Teorica 1 - 1¢" cuatrimestre de 2010

Resolucion del problema 1 del 1¢" parcial

a) Queremos hallar la funcion de Green G, (7, 7 ) para el problema de Dirichlet entre dos semiplanos que se intersectan
a lo largo del eje z formando un angulo «. Para ello buscamos el potencial electrostatico ¢ de una carga puntual situada en
7 con ¢ = 1, y los dos semiplanos a tierra. Se pide un desarrollo en funciones de Bessel J,, las cuales surgen naturalmente
de la separacion de la ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas (p, ¢, z). Por lo tanto buscamos separar la region de
interés por una superficie que respete la dicha simetria y que contenga a la carga puntual, de manera que en las dos regiones
se cumpla V2¢ = 0.

Hay dos posibles bases de soluciones de la ecuaciéon de Laplace en coordenadas cilindricas:
{e=™¢} o {J,(kp),No(kp)} = {e***} (no es base)

{ete) o {eFh L — (L(kp), K,(kp)} (no son base)

Si separamos con una superficie a ¢ o p constantes, las regiones resultantes se extienden infinitamente en z (—oo < z < 00).
En ese caso necesitariamos utilizar la base en la direccion z, {eiikz}, dado que no habria restricciones en dicha direccién. Sin
embargo eso no permitiria desarrollar en funciones J, (kp) la parte radial, y por lo tanto no nos sirve.

Separamos en dos regiones delimitadas por un plano perpendicular a z, situado en la posicion de la carga z’. La region I
para z < 2z’ y la region II para z > z’. La solucion mas general de la ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas utilizando

el primer conjunto de bases es

d)l I ,0,<,0, /dk/dl/ Ju AIII(k_ Z/) wgp_i_BIII(k V) 721/4;7} [CI’II(k,V)ekZ—|—DI’II(]€,V)€7I€Z]
0 0

donde ya descartamos las funciones N, (kp) porque son divergentes cuando p — 0.
Aplicamos las condiciones de contorno en los semiplanos a tierra, o sea ¢(p = 0) = ¢(¢ = a) = 0. En ¢ = 0 obtenemos el

requerimiento AL (k,v) + BEI (k v) = 0, por lo que la parte angular de la solucién se comporta como sin(v¢). Entonces

or.11(p, @, 2 /dk/dl/ Ju(kp) sin(vep) [C’I’”(k,u)ekz + DBk, v)ek=
0 0

donde absorbimos varios factores en la redefinicion de los coeficientes C (k,v)y D(k7 v). La condicion sobre el otro semiplano

en ¢ = « se satisface si sin(ra) = 0, lo que impone que

va=nT = |V, = —




Esta discretizacion sobre los valores posibles de v, implica pasar de tener una integral fo dv a tener una suma . Nos

queda entonces

orirlpo2) = [ A>Ty, (k) sin (S5) [Cat ket + DE (k)e™]
0 n=1

Luego pidiendo que en los limites z — +00 el integrando no diverja, sale que D{l (k)=0y C'if(k) = 0, tenemos para ¢; y ¢rr

0 o0
nT o\ = R
(rb (p750a - /d Z Vn kp Sln( o (p) Cé(k)ek
; n—=1
0 oo
. /NT N\ = bz
o11(p.0,2) = [ S T, (ko) sin (o) DI (e
0 n=1
Ahora exigimos la continuidad del potencial en z = 2/, ¢;(z = 2') = ¢r1(z = 2’), lo cual implica que C’I(k,l/)ekz' =

D' (k,v)e~*%". Entonces podemos definir un coeficiente A, (k) = CL(k)e**', y reescribir ¢; y ¢;; en una sola expresion

o(p, o, 2 7 i L. (kp) sin (’ZZP) o—klz—2'|

Por ultimo falta determinar los coeficientes An(k) imponiendo la condicién sobre el salto del campo en el plano z = 2/,

cuya normal es 1 = 2

(EII - Ez) ch= (M _ %

0z 0z

Aqui o(p, ¢) sera la densidad superficial de carga para una carga puntual de magnitud ¢ situada en p’ y ¢’, o sea

> = dro(p, )

a(p, ) =qd(p — /J")M

donde el p que aparece en el denominador es el Jacobiano de las cooredenadas cilindricas. Luego la condicién mencionada se

escribe

4dmq

/dkz 2k A, (k) J,, (kp) Sm(nczrw) 75(p P —¢')

Multiplicamos a ambos lados por J,, (k'p) sin (%90)7 e integramos en fooo dpy foa de. Utilizando las siguientes relaciones de

ortogonalidad

I3 dp pdu(kp)J (K p) = Lo(k — k)
Jo' deo sin (F) sin (%5F0) = $0m
y despejando, obtenemos que el coeficiente es

4dmq

- . /nm
A, (k) = TJVn(k:p’) sin (Ego’)

Finalmente, poniendo ¢ = 1 obtenemos la funcién de Green buscada

47 7 > nmw nmw /
VAN AW e . R\ —klz—2"|
Gulp st 2) = [0 ol s () s (P2 ) o

0 n=1



b) En el caso a = 7, obtenemos la funciéon de Green en y > 0, para el caso de un plano a tierra en y = 0

Grlpp 2,0, 2") :4/dk2 T (kp) T (kp') sin (nep) sin (ng') e~H1= =

0 n=1

donde ahora los v son enteros.

¢) Conocemos la funcion de Green para todo el espacio, la cual se puede escribir como

G(p,p, 2,0 ,¢',2") = /dk lJO(k‘p)Jo(kp’) +2 Z J,(kp)J, (kp) cos [v(p — )] | e 17
0 v>0

Para hallar la funcién de Green del problema de Dirichlet para y > 0, utilizamos el método de imagenes. Si tenemos una

carga q en (p',¢',2'), su imagen serd una carga —q reflejada respecto del plano y = 0, o sea situada en (p’,—¢’,2’). Entonces

tenemos

Gﬂ(p,QD,Z,p/,QD/,Z/) - G(pﬂpazap/a@/,/z/) - G(PNP,%P/’ 790/32/) =

= 2/dkz J,(kp)J, (kp') {cos [v(p — ¢')] — cos [v(p + <p’)]}e*k|2*2/|
0 v>0

d) Finalmente queremos ver que las funciones de Green G, halladas en los incisos b) y c) son equivalentes. Para ello

desarrollamos el coseno de la suma

cos [v(p & )] = cos(vp) cos(vy') F sin(vyp) sin(vy’)

luego

cos [v(p — ¢')] — cos [v(p + ¢')] = 2sin(vy) sin(vy')

y entonces reescribimos la expresion obtenida en el inciso anterior como

Gr(p,p 2,0 ¢, 2') = 4/de I (kp)Jy (kp') sin(ve) sin(v)eH= =]
0 v>0

la cual es la misma que en el inciso b), cambiando v por n.



