Fisica Teérica 1 — 2do. cuatrimestre de 2015 — primer parcial [con las soluciones]

m Problema 1. Una carga puntual ¢ estd en el centro de un cubo conductor de lado a, centrado en el origen y

con sus caras a tierra. Respetando la eleccién del origen y con los ejes como muestra la figura:

a) Encontrar el potencial electrostético ®(x, y, z) en todo el espacio. (5 pts)

b) El potencial ® es la suma del potencial de la carga en el origen, ®,, mds el potencial de las cargas

inducidas en el cubo, ®,. En el exterior del cubo, ¢a qué sencilla funcion es igual ®,(r)? (2 pts)

¢) Un cubo de lado a esta centrado en el origen. ;Qué distribucion superficial de carga debe fijarse sobre

sus caras para que el potencial en su exterior sea idéntico al de una carga ¢ situada en el origen? (3 pts)

o
g

(1.2) (1.0)

Solucién. a) En el exterior del cubo & = (. Para encontrar ¢ en el interior, un método posible es separar en
regiones con z < 0y z > (. La carga estd en z = 0. En cada regioén el potencial satisface la ecuacion de
Laplace. A través de la superficie z = 0 habra una condicién de salto en la derivada normal de ®. Puesto
que en las dos regiones consideradas hay que anular el potencial en x+ = +a/2 y en y = +a/2, en esas
direcciones habra que elegir las constantes de separacion de manera de tener senos y cosenos. Ademds, como
la carga esté en el centro del cubo, el potencial debe ser una funcién par segin cada coordenada, de manera
que s6lo podran aparecer cosenos en = e y. Los cosenos que se anulan en z = +a/2 son los que tienen un
numero impar de semilongitudes de onda. En efecto, debe ser

2 m+ 1
cos(“‘a):o:,kz: ntln (1)
2 a

Lo mismo vale en la direccién y. [Si hubiera que describir un potencial no necesariamente par, la base se

sin (%m) , )
a

pero en este problema no es necesario.] Por otro lado, las funciones en la direccién z deben elegirse como

completa con los senos de frecuencia par,

senos o cosenos hiperbdlicos que se anulen en las tapas z = +a/2, segin la regién. En la regién que



corresponde a z < 0, habrd que elegir la funcién sinh k(a/2+z), y en laregién con z > 0 serd sinh k(a/2—z).

Para abarcar los dos casos es suficiente escribir sinh k(a/2 — |z|). El potencial es entonces

O(a,,2) = Y Aum 08 (kn) cos (kny) sink [kun (5 = |21)]. 3)
n,m=0
donde
T m
kn, = (2n+1)=, K = —/ (20 + 1)2 4+ (2m + 1)2. 4)
a a

Para usar la condicion de salto, primero hay que escribir la densidad de carga sobre el plano z = 0, que es

o(z,y) = qd(x)d(y). (5)

Ahora deberiamos desarrollar esta funcién en la base (de las funciones pares) de cosenos en = e y que

encontramos antes,

o(x,y) = Z Onm €08 (k) cos (kny) . (6)

nm

En la hoja de férmulas figura el desarrollo de la delta de Dirac en el intervalo +a/2,

x—x _Ei 271—1——1)7?:]0 COoS M + sin 2nme sin 2nma’ 7] |$/‘<£
_L :0 L L L ) ) 2.

(7

Necesitamos usar este desarrollo cuando con L = a 'y 2’ = 0,

o0

:EZCOS{2”+ } (8)
an:O

Luego,

oty (2)] 5 s [V [z ] o

n,m=0 a a

De aqui ya podemos leer que 0,,,,, = 4q/a’.

Otro camino para encontrar o,,, es notar que las funciones cos[(2n + 1)mx/a] deben formar una base
ortogonal de las funciones pares en el intervalo entre +a/2. Es facil intuir que son ortogonales. Lo dnico que

necesitamos saber es cual es la norma de estas funciones,

a 2 2n+1)mw
2 2n+1 a 2 2
dx |cos T = — dx (cosx)

_a a (2n+ )7 J_ensyr

2 2

+ X (2n-§1)7r
a x + cosrsinx a
(2n _'_ 1>7T |: 2 _ (@2nt+h)m 2 ( )
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Luego resulta

:< ) / dx/ dy o(x,y) cos (k,z) cos (kny)
4q

( ) / L / , dy a6(@)5(y) cos (knx) cos (kmy) = —5. (11)

En conclusidn, el término nm de la condicion de salto se escribe como

2 4
% A cosh [ 229} — gx 24 (12)
2 a?
Luego,
8 8
A = a = d | (13)

a2k, cosh (k’n;a> a\/(2n +1)2+ (2m + 1)2 cosh (k‘n;a)

La ultima expresion es sélo para mostrar que A, tiene las unidades correctas.

Un método alternativo para calcular el potencial hubiera sido usar el desarrollo més habitual en términos de
sinnmx/ay sinnmy/a que se obtiene cuando el cubo se ubica dentro del octante 0 < z,y, z con uno de sus
vértices en el origen. Al final de todo habria que hacer una traslacion para dejar escrito el potencial segun las

coordenadas pedidas. Entonces, primero quedaria

inh(Kpm2<) sinh [Kpm (a —
= ZBnm sin (/fnl‘) sin (I{my) St (H Z<)Sln [H (Cl Z>)]

nm

; (14)

Kpm sinh(K,ma)

donde

fn = K = /0?2, (15)

a a

y la comparacién que determina z_ y z~ es entre z y a/2. Esta forma del potencial ya es continua a través de
z = a/2,y se han elegido las constantes de forma de simplificar célculo del salto en la derivada respecto de

z, 1o que no es fundamental. La condicién de salto implica
Bpm = AT 0. (16)

Abhora la densidad de carga es o(z,y) = ¢d(x — a/2)0(y — a/2), y su desarrollo tiene coeficientes

Opm = 32 dx/ dy q o <x - %) ) <y - g) sin(k,x) sin(kpy) = ? sin (n;) sin (%) V)]

Asi, los coeficientes o,,,, son cero a menos que 7 y m sean impares. Finalmente,

sinh(Kpmz<) sinh [Kpm(a — 25))]

1
67qu )™ sin(kpz) sin(Komy) (18)

R SINh(Kpma)



/ . . . L
donde la suma ) es s6lo sobre los n y m impares mayores que cero. El mayor trabajo estd ahora en desplazar
esta solucién para que el centro del cubo esté en el origen. Eso corresponde a sumar a/2 a cada coordenada.

Para las funciones en z e y vale lo siguiente:

sin |:I<dn (:c + g)] = sin(k,x) cos (%) + cos(k,x) sin (%) = (=1)" cos(knx). (19)

Aqui se tuvo en cuenta que n es impar. Para la funcién de z, conviene notar primero que cuando la carga esté

enz=a/2es

2(2) = sinh(Kpmz<) sinh [Kp, (@ — 25)]

Knm SINh(Kpma)

sinh < sinh(Kpm2) siz <af2,

/inma)

R SINh(Kpma) sinh[kpm (@ — 2)], siz > a/2

1 sinh(Kpm2) siz <a/2,
= r— (20)
2Kpm cosh ( 5 > sinh[kpm(a — 2)], siz > a/2.
Luego del corrimiento, resulta
a sinh [/@nm (g - |z\>}
z(:+3) = gt 21)
2K ym CcOSh ( )

Reuniendo todas las partes, es facil ver que se obtiene el potencial calculado inicialmente con el cubo centrado

en el origen.

b) El potencial encontrado en el item anterior tiene dos contribuciones: 1) la carga ¢ en el origen, ii) la carga

o inducida en la superficie del cubo,
=0, + 9,. (22)

Debido a que el potencial es cero fuera del cubo, el potencial producido por la distribucién superficial de

carga debe ser exactamente opuesto al producido por la carga g,
®,(r) = —®,(r) = —L (en el exterior del cubo). (23)
r

¢) Viendo el resultado anterior, si uno quisiera generar en el exterior de un cubo el potencial que produciria
una carga puntual en el origen, bastaria con fijar en la superficie del cubo una carga igual a —o, donde o es
la distribucién superficial de carga inducida cuando la carga ¢ estd en el centro del cubo a tierra. Debido a

la simetria del problema alcanza con calcular o sobre cualquiera de las caras. Segun el modo en que hemos



calculado el potencial, lo més préctico es calcular o sobre z = 4a/2. En particular, en z = a/2, resulta

o(z,y) Z Apm cos(kyx) cos(kny) {% sinh [k:nm (g — z)]} o

1
- E A
1 2 ErmAnm cos(knz) cos(kny)

B Z cos(knz) cos(kmy)
N cosh (kpma/2)

(24)

Resumiendo, si en cada una de las caras de un cubo de lado a/2 centrado en el origen se fija una densidad de
carga —o(x;, x;), en las variables adecuadas a cada cara, el potencial en el exterior del cubo serd idéntico al
de una carga puntual en el origen.

» Problema 2. Una esfera dieléctrica de permitividad € tiene radio a. A una distancia ' > a del centro de la

esfera hay una carga puntual ¢q. Puede elegir el origen y los ejes que quiera. Encontrar:
a) el potencial electrostético en todo el espacio, (4 pts)
b) las distribuciones de carga de polarizacion en volumen y en superficie, (1 pt)
c¢) la carga y el momento dipolar totales inducidos en la esfera dieléctrica, (1 pt)
d) el potencial electrostético en todo el espacio en el limite en que € — oco. (1 pt)

e) En el limite en que ¢ — o0, el potencial en el exterior de la esfera es equivalente al producido por unas

pocas cargas puntuales. Identifique estas cargas y sus posiciones. (2 pts)

f) Encontrar la carga y el momento dipolar inducidos en la esfera dieléctrica cuando € — oco. (1 pt)

q

Solucién. a) La eleccion mas sencilla de coordenadas es con el origen en el centro de la esfera y la carga
en z = r’. Buscaremos un potencial para el campo eléctrico E. El potencial se escribird como la suma de
dos contribuciones: i) el potencial de la carga, ii) el potencial de una cdscara esférica de carga inducida en la

superficie r = a. Esas son las tnicas cargas de polarizacion que puede haber. Entonces,

l
O(r) = @,4(r) + Pp(r —QZPZ cos ) {Hl} —|—ZP; cos ) Al{l+1:| : (25)

,r./



El subindice en cada corchete sefiala el radio al que se refiere la comparacién que define r— y r~. En el caso
de la carga es 7, y en el caso de la cdscara es 7 = a. Lo tnico que hay que determinar son los coeficientes

Aj, que se obtienen a partir del salto (en este caso es continuidad) de D en r» = a. Esto es

[D(a+, 6) — D(a", 9)} r=0,

., 0%
687"

0P

T

=0. (26)

at

Al hacer las derivadas conviene tener presente que el potencial de la carga tiene la misma forma a través de
la superficie r = a, y que el potencial de la cdscara tiene un salto en su derivada. La componente [—ésima de

la condicién (26) se lee como

la=t A
De aqui resulta
qle = 1)l sa\i+!
A=—1 7 (= ) 2
: le—i—l—i—l(r’) (28)

Otro método para llegar a este resultado hubiera sido separar en tres regiones y usar condiciones de salto y
continuidad en las interfases. Los cédlculos siguen siendo triviales, pero como hay que resolver mds ecuaciones

aumenta la probabilidad de cometer errores.

b) Respecto a la carga de polarizacién, debido a que no hay carga libre en el volumen es pp = 0 dentro de
la esfera. Por otro lado, puesto que en » = a no hay carga libre, todo el salto de la componente normal del
campo eléctrico es carga de polarizacion superficial. La tnica contribucion a ese salto viene del potencial de
la propia cdscara, ya que el de la carga es continuo y derivable a través de » = a. En la superficie de la esfera
dieléctrica es entonces

(20 +1)4

2

dmop(0) = Y Pi(cosb) (29)

=0

a

¢) La carga y el momento dipolar inducidos pueden leerse directamente de la parte del potencial originado en

las cargas de polarizacion,

o0 !
r
Op(r) = > Picost) 4 [Tﬂ : (30)

=0 > Ja
considerando r > a. (Alternativamente, podrian calcularse los momentos de op, pero ese camino es menos

directo.) La forma genérica de un potencial con simetria azimutal es

(r) = Q+pCOS9 n

r 72

(31



Comparando con la expresién de $p para r > a,

ﬂ n aA; cost

r 72

p(r) = +. (32)

vemos que ()p = Ay que pp = Aja. Algo que podia preverse sin hacer ningtn cédlculo es que (Jp tiene que
ser cero, ya que ese es un resultado general cuando se considera todo el volumen ocupado por un dieléctrico

que no contiene cargas libres. En definitiva, obtenemos que Q)p = 0y que

= () ()

d) Cuando € — oo los coeficientes A; asumen la siguiente forma

+1
Ap =0, A = —q (g) sil>0. (34)

La expresion del potencial total cuando € — oo es

° a I+1 Tl
_qZPl (cos 6) { ZH} ~q_ Pi(cosh) <F> {Ejl} . (35)
! =1 a

Notar que la segunda suma empiezaen [ = 1. Parar > a es

> l q2+1)
®(r) =q»  Picosd) l lﬂ} —qZPl cos 0) T r>a, (36)
1=0 T
yparar < a <7’
l
q
—QZPI cos@ qZPl (cos®) /l+1:F' (37)

=1

Dentro de la esfera dieléctrica, en el limite en que ¢ — o0, el potencial es constante e igual al de una cdscara
conductora con una carga ¢/r’ distribuida uniformemente en su superficie. El campo eléctrico dentro de la

esfera es nulo en este limite.

e) Sabemos que en el limite ¢ — oo la esfera dieléctrica deberia comportarse como una esfera conductora.

Evaluemos el potencial en r > a,

z q21+1)

O(r —qZPl (cos ) —= l+1 qZPl cosf) ——— Ty (38)
1=0 =1

Aqui la tnica comparacion relevante entre radios es respecto de /. Si la segunda suma empezara en [ = 0,
es evidente que obtendriamos el potencial de una carga frente una esfera conductora a tierra. Podemos sumar

y restar el término que corresponderia a [ = 0, y combinar las dos sumatorias. Resulta as{

a2+ 1 /aq
_ qZPl cos 0) { L (rr’)l“} +—(5). (39)




El primer término corresponde a la carga puntual y a su imagen por una esfera a tierra de radio a. El segundo
término es una carga puntual de valor ga/r’ en el origen. Este segundo término aporta la carga necesaria para
mantener la esfera dieléctrica sin carga neta. Notar que es igual en médulo pero opuesto en signo al valor de

la carga imagen de ¢ por la esfera, ¢ = —(a/1’)q.

f) Antes vimos que Qp = Ay = 0 necesariamente. Ese resultado no dependia del valor de €, y vemos que

sigue manteniéndose. La forma limite del momento dipolar inducido en la esfera, pp = A;a, es

a2
pe=—qa(5)" (40)
r
Podemos verificar que esto corresponde al momento dipolar de la carga imagen de ¢ respecto de la esfera. En
efecto, ) ,
a a a
g% xS = —qa (%) (41)
roor r

La otra carga imagen dentro de la esfera, al estar ubicada en el origen, no contribuye al momento dipolar.

m Problema 3. Un imén cilindrico de radio R y altura L tiene densidad de magnetizacién M paralela a su
eje. El imdn tiene una cavidad cilindrica de radio » < Ry altura ! < L. El centro y el eje de la cavidad
coinciden con el centro y el eje del iman. Dentro de la cavidad la densidad de magnetizacion es M, paralela

al eje del imdn. Puede elegir el origen y los ejes que quiera.

a) Encontrar B y H en todo el espacio. (Alcanza con dar los campos en términos de un potencial,
vectorial o escalar. En tal caso, el potencial debe quedar escrito como un desarrollo o serie de funciones

ortogonales en, al menos, una coordenada, y no como una integral de Poisson sin evaluar.) (4.5 pts)

b) Encontrar B y H en el centro del iman. (Aqui si es necesario dar los campos, no en términos de series
ni de integrales, ni de derivadas de un potencial, sino en una forma en que puedan evaluarse con una

calculadora en un solo paso. Este item es mejor resolverlo independientemente del anterior.) (2.5 pts)

c¢) Calcular B en primera aproximacion para distancias mucho mayores que las dimensiones del imén.
(1.5 pts)

d) Dominada por el insensato afdn de incrementar su campo magnéticd] Susana Giménez (homénima de
la popular conductora, pero sin ninguna relacion) planea introducir de contrabando un pequefio imén,
compuesto por un material con una densidad de magnetizacion formidable, M. Para evitar que este
imdn sea confiscado, decide disimularlo dentro de un imén ordinario, de magnetizaciéon M = M;/1000.
La geometria es la misma que la considerada en los iftems anteriores. ;Qué condicion debe cumplirse
(en términos de las dimensiones R, L, r y [, y de la orientacion relativa de M, respecto de M) para que

el imdn tenga baja probabilidad de ser detectado por los magnetémetros de la aduana? (1.5 pts)

*http://materias.df.uba.ar/ft1a2015¢c2/2015/08/18/
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Solucidén. a) Resulta natural elegir el eje del iman segiin la direccion z y el origen de coordenadas en su centro.

\/ U

Desde el punto de vista del campo H, como no hay corrientes libres es H = —V ®y. Las fuentes de &y son
distribuciones de carga magnética puramente superficiales, dadas por la férmula general o = (M; — M) -nys.
A uno y otro lado de las interfases con p constante, donde n = p, la magnetizacién es perpendicular a n,
de modo que alli la densidad de carga es cero. So6lo puede haber carga magnética en las interfases con 2
constante, es decir, en los discos de radios Ry r, respectivamente, ubicados z = +L/2 yen z = £[/2. La

figura muestra cudles son las densidades sobre esos discos.

El potencial ®y serd entonces la suma de cuatro contribuciones, todas con la forma genérica del potencial
producido por un disco con densidad de carga uniforme. Alcanzard con resolver el potencial de un disco de
radio a sobre el plano z = 0, centrado en el origen y con densidad o. La superposicion adecuada se obtendra

combinando varios de estos potenciales previa cierta traslacion seguin la direccion z.

Debido a la simetria de rotacion, el potencial de un disco sobre el plano z = 0, centrado en el origen, puede

desarrollarse como una integral de Fourier con las funciones de Bessel .Jy,

d(r) = /O " Jo(kp)e ™M A(E). (42)

Esto corresponde a dividir el espacio en dos regiones, en las cuales vale la ecuacion de Laplace, segtin z sea

mayor o menor que cero. La eleccion de la funcién e *?l asegura la continuidad en el plano z = 0 y las

9



condiciones de regularidad para |z| — co. Para determinar la funcién A(k) hay que plantear la condicion de

salto en z = 0. Eso da
/ ik Jolkp) 26A(K) = Azo(p). 3)
0
La densidad o debe escribirse segin la misma base,
(o) = [ dk k)o(h) @)
Luego sera
2k A(k) = 4n6 (k). (45)

Utilizando la representacion de la delta de Dirac

L [T o p i) (4, 6)
se deduce que
o(k) =k /000 dp p o(p)Jo(kp). (47)
Para el caso de un disco de radio a, es
o(k)=ko /Oa dp p Jo(kp) = acJy(ka). (48)

La condicién de salto implica

Jl(ka)

2kA(k) = 4mac Ji(ka) — A(k) = 270 ’

(49)
Finalmente,
> dk
®(p, 2) = 2mac / - Jo(kp)Jy(ka) e 2. (50)
0

Debido a que el potencial @y se construird como la suma de cuatro de estos potenciales, trasladados segun z,

y con distintos valores de o y de a, conviene escribir ®(p, z) = 0®,(p, z), donde

O,(p, 2) =2ma /00 % Jo(kp)Ji(ka) e ¥, (51)
0

Luego, teniendo en cuenta los cuatro discos cargados, con sus radios, alturas y densidades particulares, resulta

@H(p,z):M{CbR (p,z—é) — ®p (p,z—kg)} + (Mo — M) {@T (p,z—%) —d, (p,z-l—%)].

(52)

10



Aqui se hace evidente que el imdn compuesto puede pensarse como la superposicion de dos imanes macizos,
uno con magnetizaciéon M y otro con magnetizaciéon My — M. Para terminar, segtn dijimos al comienzo, el
campo H es —V®y. El campo B es igual a H fuera del iméan, H + 47M, dentro de la cavidad, y H + 47M

dentro del imén pero fuera de la cavidad.

b) Para encontrar los campos en el centro del imén, conviene directamente calcular la integral de Poisson para
dy(p, z). A todos los fines practicos H coincide con el campo eléctrico de un conjunto de discos cargados,
paralelos y alineados segtn el eje z. Por simetria de rotacidon, sobre el eje 2 debe ser
(9<I>H(0, z )
0z

En definitiva, hay que calcular @y sobre el eje z y tomar el gradiente. Para hacer esto, volvemos de nuevo a

H(0,2)=H(z)z = z. (53)

la construccién en términos de discos cargados. El potencial de un disco de radio a, ubicado sobre el plano

z = 0y con densidad superficial o es, para puntos del eje z,

®(0,z2) =270 - 2ro [\/22 +a? — |z|} . (54)
0 22+ p?
A partir de aqui resulta
09(0, z) z

De manera alternativa, podriamos haber calculado directamente el campo eléctrico asociado a o en este
problema equivalente. Puesto que sabemos que s6lo tendrd componente z, alcanza con plantear la integral

para esa componente

@ zZZ 1 1
E(O,Z) = 27TO'/0 dp P m = —277'0'2 (\/ﬁ - m) 5 (56)

lo que coincide con el primer resultado, ec. (53).

Combinando cuatro de estos campos, con la densidad o adecuada y desplazados en el eje z, sobre el eje del

iman sera

L_ ., Ly,
H(z) =2rM \/ 2 = —sgn (% —2)| + \/ 2 —sgn (% + z)
(L—2)"+R? (L+2)"+R?
3= 2 I 3+2 !
+27 (Mo — M) —sgn(f—2)| + —sgn(f+2)| p. (57
(L—2)" 412 (L4 2)" 402

Los dos primeros términos representan la contribucién de un iman macizo de longitud L y radio R, con
magnetizacion uniforme M. Los dltimos dos términos, representan la contribucion de un iman macizo de

longitud [ y radio r, con magnetizacién My — M.

11



A modo de comparacién con resultados de la Guia 1, si evaluamos la primera contribucién, obtenemos que
el campo H ), producido por el imdn macizo de magnetizaciéon M es

L L
52 5tz
Hy(z) =21M 2 2

VE= v () e

El dltimo término es —47 M dentro del iman y cero fuera. A su vez, el campo magnéticoes B = H 4+ 47M

—4rM O(% —|2]). (58)

dentro del imédn e igual a H fuera, de modo que la contribucién al campo magnético que produce el iman
macizo de magnetizacién M sobre puntos de su eje, tanto fuera como dentro del iméan, es

L L
L_ Ly
Bu(z) = 20M 2 ° 2 17

.
VG- v m ) e

Esto debe compararse con el resultado que aparece en la Guia 1, problema 7, que da sobre el eje de un

(59)

solenoide un campo en z de valor

2mnl 2mnl Lz L4z
i (cos by + cosby) = m 2 2

C WG G e

Vemos entonces que el campo del iman cilindrico es equivalente al de un solenoide, siempre que identifique-

Bs(z) (60)

mos cM con nl, lo que esté bien, puesto que la densidad de corriente superficial de magnetizacioén del iméan

es cM y la del solenoide es n 1.

Hecho este comentario, volvamos al problema del parcial. En el centro del imén z = 0 y a partir de

queda

L—/2_1 +47T(M0—M) Z/—Z_
(b Ve

Para obtener B en el centro del imadn hay que tener en cuenta que alli la densidad de magnetizacién es M,
de modo que B(0,0) = H(0,0) + 47M,. Luego, B(0,0) = Bz, donde

L/2 dre(My — M) [—( /2

H(0) =47 M 1. (61)

By =4 M (62)

(L)2? + R /2 + 12

Esta manera de escribir B pone de manifiesto que el problema puede pensarse como la superposicion de dos

imanes macizos. Podemos verificar esto calculando el campo total como la suma de dos contribuciones de
imanes macizos de magnetizaciones M y M, — M. En tal caso el campo magnético en el centro del iman

compuesto seria

L/2 L/2
/ — 1| +47M p + < 4n(My — M) /

BO = 4w M B
()7 m (3 47

(63)

12



Para cada imdn sumamos 47 por el valor de su respectiva magnetizacion. Es facil ver que queda lo mismo
que antes, porque es como sumar a la expresion total una cantidad igual a 47 M + 47w (Mo — M) = 47 M. Se

termina sumando s6lo la magnetizacion que hay dentro de la cavidad.

Otro camino, acaso mds directo, para obtener B y H en el centro del imdn es a partir de la integral de
Biot—Savart para B. Las fuentes en este caso son las corrientes superficiales de magnetizacién, cM c;AS sobre
la superficie lateral exterior, y ¢(My — M) ngS sobre la superficie lateral de la cavidad. Es decir, basta con
calcular el campo magnético en el centro de un solenoide y superponer dos de estas contribuciones. El
problema es sencillo porque la simetria implica que el campo estard segin el eje z. Para un solenoide de

longitud L y radio IR, con densidad superficial de corriente x ngS(gb), el campo sobre su eje es

L 2T N, N2 NP
2

[(z — 2)2 + R?2]*/?
Las integrales para las componentes = e y deberian ser cero por simetria. Eso puede verificarse aparte. Lo
que nos interesa es la integral para la componente z. Escribiendo B(0, z) = B(z) z, resulta
L ) L/2
1 g Rk 27K 2 —z

2 / / _
B(Z):E/_édz o R e oo

(65)

~L/2
Esto reproduce el resultado (59) con k = cM. En el centro de un imén macizo de magnetizacion ), altura
Ly radio r quedaria

L/2
V(&) + R

El iman verdadero es la superposicion de dos imanes, como ya se ha dicho. En el centro comun de esos

B(0) = 47M (66)

imanes resulta para B, el mismo valor que se calculé més arriba en la ec. (62)),

L/2 1/2
—— + 4 (Mo — M)— 5 :
DR NOR

El segundo término tiene su origen en la corriente de magnetizacion en la interfase entre los dos imanes,
Kk =c(My— M).

By = 47 M (67)

¢) En primera aproximacion, fuera del iman el campo magnético es dipolar. Para escribir este campo sélo
necesitamos saber el momento dipolar total, m, del iman. Conocemos las densidades de magnetizacion, de

modo que
m = (7R*L — 7r?l) M + 7r?l M. (68)

Aqui tenemos en cuenta que el volumen ocupado por la magnetizacién M es igual al volumen total menos el

de la cavidad. Luego, tomando como origen el centro del imén, el campo dipolar fuera del iman es

3(7-m)r —m

Bip(r) = (69)

r3
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d) Fuera del imdn, la mayor contribucién al campo magnético viene del término dipolar. Para minimizar este
campo hay que minimizar el médulo de m. Eso se consigue eligiendo M antiparalela a M y ajustando los

volumenes de cada cilindro de modo que m sea cero. Esto es
m = m(R*L — r* )M — 7r?IMy = (Vi — Vo)M — VoM, = 0, (70)

donde V; es el volumen del cilindro de radio Ry largo Ly V5 es el volumen de la cavidad. Si My = 103M,

debe ser
Vi = 1001 V5 =~ 1000 V5. (71)

Una posibilidad es elegir R = 10r y L = 101, es decir, un cilindro 10 veces mds grande que el que se quiere
disimular.
Foérmulas que aparecian en la hoja del parcial:

e Dos representaciones de la delta de Dirac en una dimension:

2 o 2n + 1 2n + 1)ma’ 2 2nma/ L
§(x —2') = EZ {cos [WL)F‘T] cos {WL)M] + sin [ ngﬂ sin [ nz:c } }, 2], |2'| < 3

n=0

2 — '
5($—x/):LZSin[an]Sin[nzx], 0<ax,2 <L.
n=1

El potencial en esféricas de una carga ¢ sobre el semieje z positivo, ubicada a una distancia r’ del origen:

o0 !

”

Q,(r,0) =¢q Z Py(cos 0)T<1
1=0 ">

Una obviedad: si! = 0y « es finito, entonces o = 0.

5(k — k)
Ko

o0
Una relacion de ortogonalidad para las funciones de Bessel J,: / dp p J,(kp)J, (K p) =
0

Una identidad: I/, (z) K, (z) — I, (z) K/ (z) = 2~ L.

Una primitiva: /d:p xJo(z) = xJ1(z).

Un asunto de cuidado: V22 = |z|.
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