FISICA TEORICA 1 — 2do. Cuatrimestre 2015
Guia 8 — Problema 4 (practica del 18/11)

El problema 4 de la Guia 8 dice:
m Una particula cargada efectia un movimiento circular uniforme con frecuencia w y radio a.

a) A partir de las férmulas generales de los campos E y B de una carga en movimiento arbitrario,
calcular los campos de radiacién hasta orden w?>. Tenga en cuenta que necesitard calcular el tiempo
retardado hasta orden a/c.

b) Encontrar los campos de radiacion hasta el mismo orden en w, pero esta vez calculando las contribu-
ciones de los términos de radiacién multipolares hasta el orden que sea necesario.

¢) Comparar los dos resultados.

El problema general es determinar los campos de radiacion de una carga que se mueve en una region acotada
del espacio y estudiar como van apareciendo las correcciones relativistas. Para la carga en una drbita circular,
su velocidad es wa, y lo que se busca entonces es desarrollar los campos de radiacion en potencias de wa/c.
El primer término del desarrollo ird como w?, debido a que la aceleracion es proporcional a w?. El problema
pide avanzar hasta el siguiente término, que ird como w?. Aqui estudiaremos el problema general de una carga
en movimiento acotado y luego daremos algunos de los resultados para la carga en movimiento circular.

Los campos de aceleracion de una carga que se mueve segtin la trayectoria r(t) son
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y donde todas las cantidades que dependen de la trayectoria de la carga, incluido el versor n, estdn evaluadas
en el tiempo retardado, determinado por la ecuacién

ct—t)=|R—r(t)| 3)

Supondremos que la posicion de la carga esta acotada por cierto radio a, tal que r < a.

Entenderemos por campo de radiacion la expresion aproximada, a mds bajo orden, del campo de aceleracion
cuando R — co. En otras palabras, los términos del campo que decaen a lo sumo como R™1,

1
Eacel = Erad +0 (ﬁ) . (4)



Notemos que
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De modo que el orden més bajo en potencias de R~! termina siendo
Epa(R,t) = =R x (R=B)xE) )
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Veremos luego que esta expresién todavia oculta dependencias en R que decaen m4s rapidamente que R~1.

Los objetivos ahora son tres: i) encontrar el limite no relativista de la expresion (7); ii), calcular la primera
correccion relativista; ii1) mostrar cudl es el método que permitiria obtener las correcciones siguientes.
Finalmente, indicaremos cémo se relaciona esto con las aproximaciones multipolares. Los objetivos eran
cuatro, no tres.

Entonces, la primera pregunta es: ;cudl es la aproximacién a mds bajo orden en potencias de v/c para el
campo de radiacion de una carga en movimiento acotado? En la ec. lo que importa aproximar es el
término entre corchetes

(R—B) x i
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el resto son factores constantes. Un desarrollo en potencias de v/c puede entenderse de dos maneras: como
un desarrollo en potencias de v alrededor de v = 0, o como un desarrollo en potencias de ¢! alrededor de
¢ — 00. Esta segunda de manera de pensarlo es tal vez la mas recomendable. Ya veremos por qué.

Si se trata de obtener la aproximacion a orden més bajo, a primera vista pareceria que s6lo hay una cosa por
hacer: despreciar los dos factores 3 que aparecen en la expresion (8) y escribir

~
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Entonces seria, provisionalmente,
Ny ? 4 3 A
Ena(R,t) ~ Bo(R,t) £ 5L x [R X r(t’)} . (10)

Pero 3 no es la tinica cosa que tiende a cero en la expresion (&) cuando ¢ — co. Deberian preguntarse qué otro
elemento esencial en el calculo del campo de radiacion es consecuencia de la velocidad finita de propagacion



de la luz. Piensen esto: si la velocidad de la luz fuera infinita el tiempo retardado desaparece como tal, y sélo
queda el tiempo ¢. En rigor, a més bajo orden la aproximacion no relativista seria
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No hemos llegado atin a la férmula final, vamos a refinar una vez mds esta expresion. Primero, notemos que
al escribir los campos de radiacion estamos haciendo un desarrollo en potencias de R~* cuando R — ooy

que la ecuacién que determina el tiempo retardado es

c(t—t’):|R—r(t')]:R—I§’~r(t')+(’)<%>. (12)
De aqui resulta R
t’:t—§+m+0<i). (13)
c c cR

Cuando ¢ — oo, estrictamente hablando es t = t'. Ahora bien, pueden estar observando radiacion generada
a una distancia de 4 afios luz producida por un fendmeno que apenas ha durado unos segundos. Sin embargo,
nunca se les ocurriria decir que el tiempo de observacion es igual al tiempo retardado. De hecho, en este caso
est' ~ t — 4 anos. La velocidad de la luz serd muy grande, pero la distancia de observacién también. No hay
que olvidar que, si bien estamos buscando el limite cuando ¢ — oo, simultdneamente estamos asumiendo
que R — oo, de modo que hay que decir algo acerca del cociente R/c. Lo mds sencillo es decir que vale
R/c. Es un retardo constante debido al tiempo que tarda la radiacién en cubrir la distancia (constante) entre
el origen y el punto R. Observaciones que se hagan en la posiciéon R a tiempo ¢ dependerédn de la trayectoria
de la particula a tiempo t' ~ t — R/c. Debido a que este tiempo va a aparecer con frecuencia, definiremos

th=t——, (14)
c
con lo que resulta
R-x(t 1
t’:t3+$+o(—). (15)
c Re

Abhora si, cuando ¢ — oo, t’ — tg. Finalmente, la aproximacion a mas bajo orden de los campos de radiacién
cuando ¢ — oo es

E.a(R, 1) ~ Eo(R, 1) = LRR X [1% i (tR)} . (16)

2
Hay una manera alternativa de pensar las aproximaciones al tiempo retardado. Si la posicion de la carga esti
limitada por < a, entonces la distancia |R — r(#')| estard acotada por

R—a<|R—r({")|<R+a. (17)

La particula nunca se aleja o se acerca al punto de observacién una distancia que difiera de R en un valor
mayor que a. Esto implica que el tiempo retardado estard acotado por

a a
th—— <t <tp+-—. (18)
C C



Aqui se ve que cuando ¢ — oo la acotacion para t’ se reduce a una igualdad, t' — tz. También es interesante
notar que el error en ¢ no depende de R. El valor maximo del error es At = 2a/c, y no tiene nada que ver
con la distancia de observacion, sino con las dimensiones tipicas de la region en que se mueve la carga. El
tiempo tp fija la escala histérica de tiempo, por asi decirlo. Pero lo verdaderamente importante es la escala de
tiempo del movimiento de la carga. Que estemos observando a cuatro afios de distancia un fendmeno al que
le tom6 unos segundos desarrollarse no implica necesariamente que podamos despreciar esos pocos segundos
comparados con los cuatro afios.

Conociendo At’, es posible dar un criterio para estimar cudndo la aproximacion no relativista dejara de ser
vdlida en el célculo del tiempo retardado. Debemos pedir que durante un intervalo de tiempo a/c ninguna
de las magnitudes que dependen de la trayectoria de la carga varien apreciablemente. Supongamos que hay
un tiempo tipico 7 asociado al movimiento de la carga. Por ejemplo, para una carga que gira alrededor

del origen con frecuencia angular w, el tiempo caracteristico serd w—!

, 'y es el mismo tiempo tipico para la
posicion, velocidad, aceleracion y cualquier otra derivada de r(t') que pudiera aparecer en la expresion de
los campos. Esto no necesariamente tiene que ser asi siempre: la posicion puede cambiar apreciablemente en
una escala de tiempo, y la velocidad en otra, etc. En fin, supongamos que hay una dnica escala de tiempo 7.

Entonces si a
E LT, (19)

el error al evaluar, no en el valor exacto de ¢’ sino en tp, las magnitudes asociadas a la trayectoria sera
despreciable. Notar que si la longitud tipica del movimiento es a y el periodo es 7, entonces a/7 ha de ser la
velocidad tipica de la carga, u = a/7. El criterio puede reescribirse bajo una forma mds sugestiva como
u/c < 1, que es lo mismo que decir que el movimiento es no relativista. Al final de todo, las aproximaciones
al tiempo retardado desembocaron en el mismo criterio que usamos para despreciar los factores (3 en la ec.
(7). La siguiente figura resume lo que hemos dicho acerca del célculo del tiempo retardado.
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La solucién grafica de la ecuacién c¢(t — t') = |R — r(¢)|. En la figura de la izquierda, R es comparable a la amplitud a del

movimiento de la particula. En la figura del centro, R es mucho mayor que a y ¢’ es aproximadamente igual a tg = t — R/c. Sin
embargo, esta figura oculta lo que verdaderamente estd pasando. En la figura de la derecha se muestra la regién de las curvas que
determina la solucién exacta ¢’ (R, t), y el valor aproximado tg = ¢ — R/c. La particula asociada a la curva 1 se mueve lentamente
y, asi, usar el valor de ¢’ exacto o el aproximado no dara lugar a una diferencia notable. En cambio, la particula asociada a la curva
2 se mueve apreciablemente en el intervalo de tiempo que le toma a la luz atravesar una distancia del orden de a. La diferencia
entre tomar el valor exacto de t’ y el aproximado no serd despreciable.



El mensaje que hay que llevarse de todo esto es: los factores [ en la expresion

(R—pB) x i
(1-8-R)?

no son los tnicos responsables de los efectos relativistas. M4ds propiamente, los efectos relativistas son

Erad(R7 t) = LR X

R 20

t/

consecuencia de la velocidad finita de propagacion de la luz, que es a la vez la maxima velocidad posible. La
velocidad de la luz no sélo interviene en la definicién de 3 sino de manera mas fundamental en el calculo del
tiempo retardado. Buscar las aproximaciones no relativistas de la expresién general (20) requiere dos cosas
muy distintas: por un lado, llevar la cuenta de los factores 3, y por otro lado calcular el tiempo retardado
como un desarrollo en 1/c y ver cémo se manifiestan en los campos las correcciones por la velocidad finita
de propagacion de la luz.

Vimos que a mds bajo orden resulta el campo de la ec. (16). Para encontrar la primera correccion relativista
empezaremos por ver como se determina el tiempo retardado hasta orden 1/c. La ecuacién que define el
tiempo retardado para R > a es la ec. (13]). Usando la definicién de ¢z, queda

t’:tR+R'r(t>+O(i). 21)
c Re

Sin entrar en los detalles acerca de cdmo resolver esta ecuacion, la pregunta es: ;de qué manera las correc-
ciones al tiempo retardado afectardn las expresiones de los campos? Sea lo que sea, la solucion para ¢’ va a
ser de la forma ¢’ = t5 + 0t', donde, segin la ec. (1)), 6¢' serd de orden a/c, puesto que |r'| estéd acotado por
a. Asi, las funciones 3 y I que aparecen en las expresiones de los campos deberian ser evaluadas en ¢ + 0t'.
Por ejemplo, quedaria

v(t') = t(tg + 6t') = 1(tg) + ¥(tg) 0t' + % T(tg) 6t% + ... (22)

Notemos que los términos extra en la ec. , aquellos que van como potencias de R, no van a jugar ningtin
papel: su efecto sobre Jt’ serd el de introducir correcciones por lo menos de orden R~!, pero al expandir las
funciones 3 y ¥ en potencias de dt', cualquiera de esas correcciones aportara factores de R~' a la férmula
final para los campos, férmula que ya contiene un factor de R~'. Por ejemplo, sigamos la pista de los 6t al
evaluar la aceleracion en tp + ot’,

(£-B)
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Si conservdramos en 6t correcciones de orden R~!, el tltimo término darfa lugar a correcciones de orden
R~2 en el campo. Por definicién los campos de radiacién son los que van como R~1, asi que todos esos
términos adicionales seran irrelevantes.

Todo esto significa que la ecuacion que necesitamos resolver es mucho mas simple que la que escribimos al

comienzo. A los efectos précticos, el tiempo retardado para el campo de radiacion, a todo orden en ¢!, se

determina a partir de la ecuaciéon

~

p gy ) (24)
C

Lo que buscamos es una solucién de la forma
a, = a
! =tp+—+—+... (25)
c

Vamos a resolver sélo los primeros términos. Podriamos reemplazar este desarrollo en la ec. (24)), calcular
la serie de Taylor y despejar orden a orden en c. Otra forma de hacerlo es por aproximaciones sucesivas. La
aproximacién de orden cero es t’ = tg. Si este valor se reemplaza en el miembro de la derecha en la ec.
se obtiene la aproximacién de orden uno,

~

R- I'(tR)

t/ ~ tR + (26)

En los célculos que hagamos luego no vamos a necesitar mas que eso. Pero, ya que estamos, el siguiente

término, que se obtiene reemplazando la aproximacién de orden uno en el segundo miembro de la ecuacién

original y expandiendo hasta orden ¢ 2, es:

A

1. R-r(t
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R-r(t R-r(tg) -
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Volviendo a los campos. Ahora trataremos de escribir la primera correccion relativista. En primer lugar, hay
que conservar en la expresion términos de hasta orden 3, que antes despreciamos. Para esos términos sera
suficiente usar ¢’ = tg. En segundo lugar, en los términos de orden cero en /3 hay que usar la aproximacién
de orden uno para t’. Asi resulta

N ~

R-Byxi] . (. R : A ..
m , ~RXT tR—i—T + [3R,@(tR)R—,8(tR)i| XI'(tR),
~ Rxf+RC'rR><'f+[3(R-ﬂ> R—ﬂ}xf (28)



En la dltima expresion, todas las funciones estdn evaluadas en ¢. El primer término es la aproximacion
de orden cero que ya habfamos obtenido. Los otros dos términos son de orden ¢, habida cuenta de que
(B = 1/c. Finalmente, el campo de radiacion incluyendo la primera correccion relativista es

Erad(R,t)zEl(R,t)—%Rx {RxﬂR(;rRx . {3 (R-B) R—B} xf} Q)

tr

m Para el problema de la carga en 6rbita circular, suponiendo que el movimiento tiene lugar en el plano xy,
deberian encontrar que el campo de radiacidn, incluyendo la primera correccidn relativista, es

qw?a

2R

E..q(R,t) = { [cos fcos€ 0+ siné g&} + % sin [— cos 0 sin 2€ 0 + cos 2¢ 95} }, (30)

donde £ = witr — ¢, y donde R estd definido en términos de sus coordenadas esféricas.

Como se relaciona lo anterior con la expansion multipolar. Operando al nivel del campo de radiacién
hemos calculado la expresion de orden cero y la primera correccion relativista para una carga en movimiento
acotado. Esta no es la forma mds practica de hacer las cosas. El resultado (29) es un caso particular del
desarrollo multipolar del campo de radiacion cuando lo que se tiene es una tnica carga. En el caso general de
una distribucién acotada de cargas y corrientes, el campo de radiacion hasta la primera correccion relativista
es [Landau, ec. 71.4]

A

Erog = —— [Rxd+GRxD+m} , G1)

tr

AR

donde d es el momento dipolar eléctrico, m el dipolar magnético, y donde D estd relacionado con el momento
cuadrupolar eléctrico del siguiente modo:

=R-Q, Q= /d3'r’p 3rr —-r I} 32)

Notemos que en la férmula del campo de radiacién aparece RxD,lo que produce la siguiente expresion

3

(R Q) dtg/dBTp( )[B(I%-r)]%xr—ﬁﬁ’xﬁ]

= = [ drplrt) [3 (R-1)R x r] . (33)

Es decir, da lo mismo usar QQ que

Q=3 / d*r p(r,t) rr. (34)



La contribucién dipolar eléctrica es el término de orden cero en el campo de radiacién. Tanto el término
dipolar magnético como el cuadrupolar eléctrico son de orden 1/c. Si hay una sola carga, el momento dipolar
eléctrico es d = gr, y entonces d= qr. Por lo tanto el término dipolar eléctrico en este caso es

~

Edzix(éxqi‘)

2R (35)

tr»
que coincide con el resultado (16)).

En el caso particular de la carga en Orbita circular alrededor del origen sobre el plano xy, el momento
magnético es

 quwa®
2

m(t) = ir(t) X qv(t)

5 2. (36)

Como es una cantidad constante, m = 0, y por lo tanto no hay término de radiacién dipolar magnético. Por

otro lado,
3 cos? wt coswtsinwt 0 3002 1+ cos 2wt sin 2wt 0
Q =3¢a® | coswtsinwt sin? wt 0| = q2 sin 2wt 1—cos2wt 0 |. (37)
0 0 0 0 0 0

Debido a que en la definicién del momento cuadrupolar interviene una funcién par de las coordenadas, y
puesto que la posicién de la particula cambia de r a —r transcurrido medio periodo orbital, el periodo del
momento cuadrupolar es la mitad del periodo orbital. De ahi que aparezcan los factores 2w en la expresion
anterior. Luego,

e sin 2wt  —cos2wt 0
Q = 12qw’a® | —cos2wt —sin2wt 0 |. (38)
0 0 0

El término de radiacién cuadrupolar eléctrico no se va a anular. A partir de aqui pueden completar lo que falta.
Como no hay término dipolar magnético, el resultado del término cuadrupolar eléctrico deberia coincidir con
la primera correccién relativista en la ec. (30).



