MATEMATICAS ALLUSO NOSTRO




WARNING

s

‘rypgeer

Sloppy math may be hazardous for your training



VECTORES

Un espacio vectorial (real) es un conjunto donde esta definida
la suma (operacién asociativa, conmutativa, con elemento
neutro y simétrico) y la multiplicacién por escalares (niUmeros
reales). R® es un espacio vectorial real donde

(Xayvz)+ (Xlaylvzl) = (X+X/a}/‘|‘y/72+zl)
Axy,2) = (A Ay, A2) (1)

El cero es el triple (0,0,0) y el elemento simétrico a (x, y, z) es
(_X7 _}/7 _Z)'



Un cambio de variables es una transformacion biyectiva
(x,¥,2) + (&, n, (). Las componentes contravariantes del
vector E = (Ex, Ey, E;) se definen como

o¢ 23 o8
¢ _ Ys g5 g5
E B Ex + oy E, + e E, 2)
etc. Las componentes covariantes se definen como
ox oy 0z
E.= —E E, E,
3 o x + 57 3{ + == € 3)

etc. En coordenadas cartesianas no distinguimos entre las
componentes co y contravariantes, Ex = E*, etc. La distincion
es significativa en coordenadas curvilineas.



CONVENCION DE EINSTEIN

Si en una expresion aparece un indice repetido, una vez
covariante y la otra vez contravariante, se sobreentiende el
simbolo de suma sobre todo el rango.

EJEMPLO: producto interno
de dos vectores

E-D=E*Dy+EYD,+ E*D,

escrito bajo la convencién de
Einstein se convierte en

E-D=ED;  (4)

A. Einstein, retrato de 1921 ——



APLICACION: El producto interno de dos vectores es un
invariante

E-D = E°D,

L OE> OxI
’77 .
E ox’ oga !
axl

= Eoa?

= E'D



LA DELTA DE KRONECKER

La delta de Kronecker es el
tensor mixto 6] cuyas
componentes valen 1 sij =j
y 0 si no.

Figura: Leopold Kronecker
(1823-1891)



La delta de Kronecker es invariante frente a cambios de
coordenadas

e oxI

Ox1 OB

&> ox!

ox! 9P

o™
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_ {1ifa:ﬁ
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EL SIMBOLO DE LEVI-CIVITA

La simbolo de Levi-Civita es
el tensor completamente
antisimétrico /¥ cuyas
componentes valen 1 si
(i,/, k) es una permutacion
ciclicade (1,2,3)

Figura: Tullio Levi-Civita
(1873-1941)



APLICACIONES

Calculo de determinantes: Si

Entonces

det A = AIAZAS — ALAZAS + ALAZAS
— ALARAS + ALAZAS — ALASAS

_ ik A1 p2 A8
= dalma

1 il it oA /
= geljke,'/j/k/A;Aj-Aﬁ (8)



Producto vectorial

I J K

ExH=det| E' E2 EB (9)
H' H2 H3

(E x H); = ej E/H* (10)

Producto mixto

A - (E x H) = ¢ A ETHK (11)



Contracciones del simbolo de Levi-Civita

> ¢/ e La Unica forma de que la suma sobre i no de
idénticamente O esque j # ky (I,m) = (j,k) o
(I, m) = (k,j), en cuyo caso sobrevive el Unico término en
que i # j # k. En el primer caso los dos simbolos son
iguales y el producto da 1, en el segundo tienen signos
opuestos y el producto da —1. Por lo tanto

jik ok | <k
M eim = 510 — 5o (12)
> eijkeij/: contrayendo el resultado anterior encontramos

ey = 35 — 50f

= 36F — oK = 26K (13)



APLICACION: Baca menos caballo

[Ax (BxC);, = eijkA(BxC)
= e,'jkAjeklmB/Cm
= ek,-jeklmAjB/Cm
- (5,45;" — 676/) AB/Cr
— B (Af c,-) e (AfBj)
O sea

Ax(BxC)=B(A-C)—C(A-B)



OPERADORES DIFERENCIALES

> Gradiente de un escalar: (Vo); = ¢,

> Divergencia de un vector: V- A = A/,

> Rotor de un vector: (V x A) = ¢ik9; A,



PROPIEDADES
>
o (X+dx)—¢(x) =Ve-dx (16)

V¢ es ortogonal a las superficies de nivel de ¢, y apunta
en la direccion de ¢ creciente

Esto el Papa exclamo al firmar la bula
> V- (VxA)=0 con que furioso excomulgo a Lutero:

La divergencia de un rotor es nula

y el rotor de un gradiente es siempre

cero.

> VxVe=0 Luis N. Epele, H. Fanchiotti, C. A. Garcia Canal,
Electrodinamica (Alianza (1996)).



EL LAPLACIANO

El laplaciano de un escalar es A¢ =V - Vo = 9'9;¢
El laplaciano de un vectores AA =V (V-A) -V x (V x A)

(DAY = O (GA) — ) (enmdA™)
= DA — (05 — md]) 00’ A
- A (A") (17)
El gran fraile aleman invoco a Dios
y exclamo con su habitual vehemencia:

El rotor de un rotor mas nabla dos
da el gradiente de toda divergencia.

Luis N. Epele, H. Fanchiotti, C. A. Garcia Canal, Electrodinamica (Alianza (1996)).



LA DELTA DE DIRAC

Paul Dirac (1902-1984) y su ecuacion.

/dxf(x)é(x):f(O) (18)
A
si0eA,

/dxf(x)5(x)=o (19)
A

si0 ¢ A;

f(x)o (x—x") = f(x)é(x—x)
o - 1
5(=x) = 6(x) (20)

donde ¢ (xp) =0



LA FUNCION DE HEAVISIDE

0 (x) =/ ax’ o (x
§(x) = 0 (x) (21)

Oliver Heaviside
1850-1925



TEOREMAS INTEGRALES

Normalmente se definen integrales de area y de linea y luego
se demuestran los teoremas de Gauss y de Stokes.

Nosotros vamos a hacer al revés: vamos a ver cOmo tenemos
que definir las integrales de area y de linea para que los
teoremas de Gauss y de Stokes se vuelvan tautolégicos.

Figura: Garl Friedrich Gauss Figura: George Gabriel Stokes
(1777-1855) (1819-1903)



Teorema de Gauss Supongamos que un dominio V es
definido por una funcion ® tal que ¢ (x) < 0sixe Vy
®(x) > 0six ¢ V. Entonces

/Vd3xV-A:/d3x9(—<D[x])8jAj
_ /d3x 5(—0 (X)) 90 [x] A
_ /dsxé(d)[x])VCD-Az/ ds- A (22)
oV

o(x)>0

Vo



Para obtener Teorema de Gauss, debemos definir el elemento
de area como

dS =ad®x 6 (¢[x]) Vo (23)

Lo cual tiene sentido, porque efectivamente ¢ = 0 define el
borde de V,y Vo tiene la direccion y sentido de la normal
exterior a la superficie. De hecho, supongamos que localmente
podemos definir un sistema de coordenadas tales que (x, y)
son coordenadas sobre la superficie y ® depende sélo de z,
con la superficie en z = 0. Entonces

dS = dxdydz ¢’ (0)K =~ dxdy K (24)

5 (2)
¢’ (0)

(no hay problemas de signos porque ¢’ > 0)



Teorema de Stokes Ahora tenemos que definir el flujo del
rotor de un vector a través de una superficie orientable cuyo
borde es una curva dada. Entonces necesitamos dos
funciones, una funcién ® que es negativa “abajo” de la
superficie y positiva “arriba”, y una funciéon ¥ que es negativa
“adentro” de la curva y positiva “afuera”.




El flujo del rotor, segun nuestra definicién previa, es

/dS VxA= /d3x5 —V¥) Vo -V x A
= / Bx 5 ()0 (—V) 90 A,
= /d3x6 Ko ov Ay

_ /d3x6(¢)6(\v) (VO x V) - A

= %dI-A
sS

(25)



Efectivamente, la curva §S es la interseccion de las superficies
=0y V¥ =0,ycomo Vo x VV es tangente a ambas,
también es tangente a la interseccion.

®(x) >0
Vo x VU




Teorema de los residuos Consideramos el plano complejo. La
transformacion

zZ = X+ly
7 = x-—liy (26)
y su inversa
X = % (z+2%)
1 *
y = 3 (z-2") (27)
Implican
ax = az + az*
y también
1 .
82 - E [8)( - /ay]
1 .

\V)



Una funcion f[z] es analitica en zy si admite un desarrollo de
Taylor alli. Por ser funcion sélo de z (y no de ambas z y z*)
satisface

of
ok 0 (30)
Si separamos las partes real e imaginaria f = f + ig, entonces
or 99 _
ox oy
ag  of
1

ox oy ay 0 (31)

Estas son las identidades de Cauchy-Riemann.



Ahora consideramos la integral de f a lo largo de una curva I’
en el plano complejo.



Separando partes real e imaginaria
}{ dzf = j{(dxf—dyg)+/74(dxg+dyf)
r r r

= j{dl-u+i]érdl-v (32)

Donde los vectores u = (f,—g,0) y v = (g, f,0). Si pensamos
al plano complejo como el plano z = 0 en R3, entonces

]4 dzf—/dxdy (V u)z+i/dxdy (Vxv), (33
r A A
donde A es el area en el interior de I'. Pero

(qu)z - —g7x—f’y:0
(Vxv), = fx—gy=0 (34)

por las identidades de Riemann (31). La integral de una funcion
analitica en una curva cerrada se anula idénticamente.



Supongamos ahora que en interior de I' hay un punto zo donde
f no es analitica, pero (z — zo)M f si para M lo suficientemente
grande.



Consideramos la curva v que es un circulo de radio ¢ alrededor
de zp, ylacurval’ =T — ~. Entonces

j{dzf_ dzf+j<[ dzf_f dz f (35)
r r ¥ ¥



La integral sobre v es calculada explicitamente mediante el
desarrollo de Laurent

flz]= > ac(z—2z) (36)

k=—M

Usando que en v,z — 2y = ee’’ y dz = ice’?df

o0 2r )
fdzf = > ak/ek+1/ do e'**+1)
g k=—M 0
= 2riaq (37)

Este es el teorema de los residuos.



Transformacion de Fourier
Consideremos la formula

3
§(x—x) = &k ok (x—x) (38)
(2m)’
Entonces para una funcion cualquiera encontramos
3 .
f(x) = / a3x’' §(x —x') f(x) :/ d k3 X f
(2r)
ik = / d3xl e—ik-x’f (X/) (39)
y vale que
d®k
/ x |F () = / 27y [ (40)

fk = 0 para todo k si y solo si f (x) = 0 para todo x.



En una base cartesiana, un vector A = A’e; puede escribirse

como

Bk . .
A(x) = (Z)e’e"""A{(ei
Y

d®k

En particular



Aplicando esta férmula, encontramos

3 .
V-A(x):i/ K gex .,

(2r)°
3k
VxAX) =i dk3 e X k x Ay
(2m)
Bk
AA (X) = e*x (—Kk2) A
- [ o & (1) A

Fiaura: Jean Bantiste Joseph Fourier (1768 = 1830)



Aplicacion: Si la divergencia de A es cero, A es un rotor.
Como k - Ax = 0 para todo k, usando la formula BACA MENOS
CABALLO encontramos que

k x (Ax x k) = k2Ag (44)

Entonces

3
A — / K grx 1k (A x k) =V xB

B — (—/)/ dsk e*x (A x k) (45)

Incidentalmente, AB =V x A.



Aplicacion: Si el rotor de A es cero, A es un gradiente.
Como k x Ak = 0 para todo k, usando la formula BACA
MENOS CABALLO encontramos que

k x (Ak x K) =0 = k®Ag — Kk (A -k) (46)

Entonces

Bk ey 1
A = /We’kxkzk(Ak-k):W

3 .
o = (D[ G e A @)

Incidentalmente, A¢ = V - A.



Aplicacion: Todo campo vectorial es un campo de gradientes
mas un campo de rotores.
Usando nuevamente BACA MENOS CABALLO

k x (Ax x k) = k®Ax — k (Ak - k) (48)
Ak = VxB+Vo
. a3k 1
B — (—/)/ &y (A < K)

@)
3
o = (D[ G e A (49)

k

A

Axk —> k x (AxKk)



Coordenadas Curvilineas (ortogonales)

En principio, cualquier transformacion biunivoca

(x,y,2) + (& n,¢) define un sistema de coordenadas
curvilineas. A nosotros nos interesan sistemas de coordenadas
en que los gradientes de (&, n, () son mutuamente ortogonales,
y forman una base derecha en cada punto. Definiendo los
versores

e = h(,)V§® (50)
(a=1,2,3, SIN SUMAR SOBRE «) 0 sea que h,) = 1/[V{?],
tenemos que
e*.ef = 5
e . (eﬁ X e”) = P (51)



Vectores covariantes Invertiendo la formula

1 o _ % i
h(a) N aXie

obtenemos ,
i 17 ox' o

h(a) o0&«

Si A = Aje’ es un vector covariante, entonces

; 1 ox!
A=A A— e® = A.e”
e = oga e

0 sea ,
1 ox'

A, = —A;
h(a) oL« !



Contrayendo la relacién de ortogonalidad

jocr o’ A 58
oxi oxi [h(a)]z

con 0x* /0¢8 obtenemos

S B L
O h)® €

Invirtiendo esta relacién vemos que

oxk
85@ -

B8
= 69805 [Py o

En particular o
ox' ox!
Toga 9eP = [h)]

axl



Tensor métrico El elemento de arco se escribe como
ds? = dx? + dy? + dz® = §;dx'dx’
Desarrollando los diferenciales

ox!

i 1Y
ax' = ge a¢
vemos que
ox" oxI
2 aeB a~eB
ds 5”881 agﬁdg a¢ Gapddg

donde g,3 es el tensor metrico

9ap = [h(a)] 25&6

(63)

Lo cual nos permite leer las h,) directamente del elemento de

arco.



Ejemplos

En coordenadas esféricas (r, 0, ¢)
ds? = dr? + r’d6? + r?sin? 0d? (64)

por lo tanto h(r) =1, h(g) =ry h(Qp) = rsinf.

En coordenadas cilindricas (z, r, ¢)
ds® = dz® + dr? + r?dy? (65)

por lo tanto h,) = hiy =1,y hipy =r.



El elemento de volumen Por la regla para el cambio de
variables

d®x = Jd3¢ (66)
i
J = det 2; (67)
pero entonces
_ o€ 1

J = det = =ve (VEEXVE) = ————

ox! ¢ < ¢ €> h(1)h(2)h(3)
d®x = hayheyhe)d®¢ (68)

En esféricas, d®x = rsin 6 drdfde.
En cilindricas, d®x = r dzdrdp.



El Gradiente

En esféricas,

En cilindricas,

Vo =

Vo =

Vo =

0¢
X
99
g

0,

ot T50t

8¢>A

i

é‘Oé

99 9¢™

o> ox!
_ 1 99
h(a) o0&~

10¢ A 1 0¢

r o6

8¢>A 100

or rt r@goc'o

rsin@%gp

(69)



La Divergencia

Como la base e* es ortonormal, a cada vector covariante A,e“
le podemos asociar un vector contravariante con A% = §*°Ag.
Usando la relacidén conocida entre A, y las componentes
cartesianas A;, y la ecuacion (59), encontramos que las
componentes cartesianas contravariantes A’ = §/A; son

; 1 ax

A = @(%QA (72)
por lo tanto
; 0 A¢ A 9 ox!
VA=A = e by T by 0 02 (73)
Ahora , 5 , 5 ,
I I I
9 ox' 9" 9 ox' _0§" 0 Ox (74)

oxioge — oxT 9P oge  oxT dg 9EP



Para cualquier matriz g, sig = det g, dIng = tr g 'dg. Usando
esta propiedad ‘
0 ox' 0

oxioge ~ oea " Y (75)
donde J = h(y)h(2)hs). De este modo
1 J
. = —0q7— @ 7
V-A Ja h(a)A (76)

En particular

18 J 5a58¢

Ap= Lo, 99
° [he)® 97



El rotor

V x A

ijk (8-Ak) e,

0> 0 3 057
k=S h

oxJ oge [ axkAﬁ] (“/)a i

a 9eB e
DL O D
M i axk xi oE
G
Axkoxi oxi 7

[h AB} €,

ik
he,)hs)Ase”

ey o
J o

apfy _\7)

(78)



LA FUNCION DE GREEN DE LA ECUACION DE ONDAS

Como la ecuacién de ondas es lineal, la solucién de
1 9%A
c2 ot?

se puede escribir como

“NA=f (79)

Alx, 1] = /dt’/d3x’ Gx, t;x t]f[x, 1] (80)
donde G es la solucién a

1 0°G

g ~DAG=0(x=X)i(t-1) (81)



G representa la evolucion de una perturbacién a los campos
iniciada en x’ en el instante t'.




» Si el espacio es homogéneo, G= G[x — X', t —t].

» Por causalidad, G=0sit<t.

» Como las perturbaciones se propagan con velocidad c,
G=0si|x—X|>c(t-1)

La condicion |x — x| = ¢ (t — t') define el cono (futuro) de la
luz.



Solucion explicita

a) Transformando Fourier en x.

b) Transformando Fourier en t.

c) Transformando Fourier en x y t.



a) Transformando Fourier en x.
Empezamos con
102G

y transformamos Fourier

3 .
GIx 1] = / (Zwl); &R X Gy [

Gk [f] obedece la ecuacion

d2
oz Gkl + w2Gk [t] = 25 (1)

2 _ 242
wy = c°K

(82)

(83)



La solucion que se anula idénticamente para t < 0 es

Gt} = =20y g (85)
de manera que
GIx.f] = 2 / (‘2’:)‘3 ef"'XSi”L‘:k%(t) (86)

Escribimos k - X = krcos

(o}
2r)?

GIx, t]:( / kak / db sin @ e <%in (ckt)d (t) (87)
0 0



Usando la integral

sin (kr)
kr

/ do sinf ekreos? — o
0

integramos sobre angulos

C oo
GIx 1] = (27T)2r/o dk [cos (k (r — ct)) — cos (K (r + ct))] 8 (1)
(89)
Finalmente usamos
/ "k cos (kr) = 70 (r) (90)
0

(que sale de tomar la parte real de la representacion de la ¢
como transformada de Fourier, recordar ec. (38)) y obtenemos

G[x,f] = 4ifrr(s(r —et)o(t) (91)



b) Transformando Fourier en t.
Empezamos nuevamente con

;2%215 —AG=46(x)d(t)
y transformamos Fourier en t
GIx 1] = /_ Z (‘2’:) e G, [x]
G., [X] obedece la ecuacion
W2
AG, [X]+ 5 G [X] = =0 (x)

Buscamos una solucion con simetria esférica

1d,d 5(r)
zar’ ol [“*G =22

(95)



Probamos con

Golr] = gwr[r] (96)

G - 9.1 gulr]

r ré
Pa, = rd,ll-g.lr
(Pa.) = rasin
1 / 1
= (rPa) = ~ail (97)

2
g0+ el =20 (98)



Sir#0 . .
O [f'] _ Awelwr/c + Bwe—lwr/c (99)
Pero entonces

1 [ dw ; ;
X = — —~_|A, iw(r/c—t) B, —iw(r/c+t) 100
Gt =7 [ 55 [Aee B | (100
Vemos que los términos con A, describen ondas salientes,
mientras que los términos con B,, describen ondas entrantes.
La solucion que estamos buscando debe obedecer la
condicion de Sommerfeld B,, = 0.

/|

Figura: Arnold Sommerfeld (1868-1951)



Para encontrar los A, pedimos que

[ arrle A+ -4 (101)

Integrando por partes la derivada segunda, descartando
términos que van a cero con ¢, y asumiendo que g, = 0 para
r < 0 obtenemos

1

o (102)

lim,_,09. [6] =A,=

Finalmente recuperamos la solucion ec. (91)



c¢) Transformando Fourier en x y t.
Empezamos nuevamente con

102G

S5 —AG=5(X)3 (1) (103)

pero esta vez transformamos Fourieren xy ¢
Bk 00 )
X, 1] = / ; / dw e =lGic, (104)

El problema se reduce a una ecuacion algebraica

2
{CZ — kz] Gk = —1 (105)

Si simplemente dividiéramos por w?/c? — k2, G, tendria
singularidades sobre el eje real, en w = +ck.



Pero eso no puede ser, porque si la funcion f(t) se anula
idénticamente para t < 0, entonces las singularidades de su
transformada deben estar en el semiplano inferior

Figura: Norbert Wiener Figura: Raymond E. A. C. Paley
(1894-1964) (1907 - 1933)



Consideremos la formula de Fourier

F(1) = / g: et f ] (1086)

como la integral de una funcion compleja F [z] = e~?!f [z] sobre
una curva I que coincide con el eje real.

La idea es “completar” la curva agregando un arco que nos
permita convertirla en una curva cerrada y aplicar el teorema
de los residuos, pero de tal manera que la integral sobre el
arco suplementario se anule. Si t < 0, podemos lograrlo
agregando un arco de radio infinito en el semiplano superior,
porque alli z = w + ioc con o > 0, y e ? = g“Illg=7l!l converge
bellamente. Pero como queremos que f () se anule para t < 0,
nuestro contorno “mejorado” no debe atrapar ninguna
singularidad de F [z]



Para lograr que G, ho tenga singularidades en el semiplano
superior, deformamos la ecuacion (105) en

s \2
(‘*’;’6) _ k2] Gicoy = —1 (107)
Entonces
—c2
Gkw = (108)

{(w + ie)? — CQKQ}

posee singularidades en w = +ck — ie, y

a3k ei[k-xfwt]
Gx.1 = (- / /
(w—i—le) czkﬂ

(109)
Para t > 0, completamos el camino de integracién con un arco
en el semiplano inferior.




Figura: t <0

Figura: t > 0



Para calcular la integral, reescribimos la ec. (109) como
(wk = ck)

G[th]:(_&)/ (er)kse,-k.x

/oo dw efiwt 1 B 1 (1 10)
w (2m) 2wk |(wHie—wk) (w+ie+ wg)

La integral en la segunda linea resulta

it riwt] _ Sin (wkd)
o [e e }_ e (111)

con lo cual la representacion (110) se reduce a la ecuacion
(86).



La clase que viene nos toca el capitulo 7 del Landau de medios
continuos.



