FUNCIONES DE BESSEL (ll)

=

“It's time we face reality, my friends. ...
We're not exactly rocket scientists.”




La vez pasada empezamos a estudiar la ecuacion de Bessel

d? 1d n?
ﬁfnm‘FFEfnn"F [52—,,2] fun =0 (1)

Es un problema de Sturm-Liouville conp=p=ry q = r?/r.
Las funciones de Bessel J, (kr) son las soluciones reales de
esta ecuacion que permanecen acotadas cuando r — 0.
Ademas

(kr)"
Min+1]2”

\/%cos (Hr—%—%) (r— o) (2)

Necesitamos encontrar una segunda solucion independiente.

Jn (kr) (r—0)



Si tenemos dos soluciones f, y g\ de un problema de
Sturm-Liouville

d df -
P gh + Apfh =0

Cémo podemos saber si son independientes?



Si las funciones p, g, p son suaves, la solucion con datos
fy (Xo) y f),\ (Xo) es Unica.

Si fy y g» son dependientes, existen « y 8 no nulos tales que
af, + 8g, = 0. Por lo tanto, tambien af; + 3g} = 0. Eso implica
que el Wronskiano

f
Wign. fi] = det< gi fz >
= gfi—-Hg\ =0 (4)

En un problema de Sturm-Liouville, vale que

pW gy, il = gx (pfi) — £\ (pg)) = constante (5)



Las funciones de Hankel H,E,” (kr)y Hf,z) (kr) son las

soluciones de la ecuacion de Bessel tales que

[2 e -
H"® (kr) — @ei’(r 7 %) (r — o0)

Entonces 4i
2 1 /
rW[H,(,),H,S ’] == #0

Las funciones de Hankel son un par de soluciones
independientes de la ecuacion de Bessel.

(6)

(7)



Ademas o
W [, HSP] == £ 0 (8)

m

Definimos la funcion de Neumann como la parte imaginaria de

la funcién de Hankel
H"® (kr) = Jn (k1) £ iNp (k1) (9)

N;, es una solucion real de la ecuacion de Bessel,
independiente de J,. Por la forma asintotica de las funciones
de Hankel

Np (kr) — isin
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mr—?—z> (r — o) (10)

Ademas 5



Como rW [Jn, Ni] es constante, la podemos evaluar para
kI < n, donde obtenemos

2 (Hr)n ]
s T2 [N}, — NN, (12)

De modo que, si n # 0,

wr)”"

—~~

Np (kr) — =T [n+1]2" (r—0) (13)
Sin=0, Ny — (2/7)Inr.

Las funciones de Hankel y Neumann divergen cuando r — 0



Incidentalmente

2sinvm

Wid_,,J)] = (14)

Por lo tanto, estas dos funciones también son independientes,
salvo cuando v = n e Z.



FUNCIONES DE GREEN EN LATA

e

CONDENSED




Elegimos coordenadas cilindricas de manera que la lata quede
centrada.

< h/2




Estrategia I: Partimos la lata en dos a la altura del punto
fuente.




Llamaremos regién / a la region z < Z/, region Il a la region

z > Z'. Como la solucién debe ser regular en r = 0,
descartamos una solucién que contenga funciones de
Neumann. Entonces en cada region hay una base de funciones

From (2,1,0) = €M dm (rr) £ (2) (15)

Los valores posibles de « estan restringidos por la condicion de
contorno Jp, (kR) = 0. Eso selecciona una serie discreta

Knm = Xnm/ R, donde xnm es el n-simo cero de Jp, (x).

La dependencia en z es entonces

fl (z) = sinhkpm (Z+Z>

f! (z) = sinhkpm ('2’ - z) (16)



La pregunta que nos tenemos que hacer es si es posible
construir un sistema ortogonal a partir de las funciones
Jm (Xnmr/R); en particular, si podemos desarrollar la

d (r —r') /r como superposicion de estas funciones.



La vez pasada mostramos que, si f, y fy» son dos soluciones de
un problema de Sturm-Liouville en el intervalo [a, b], entonces

b df df;;
I * _ */ A _ N

Aplicamos esta propiedad con f\ = Jpy (kr), fyv = Jm ('),
AN=r®2, N =k2p=p=r,a=0yb=R.Vemos
inmediatamente que Jn (Xpmr/R) Y Im (Xwmr/R) son
ortogonalessin#n',y

b

(17)

a

A R dJm (kR) ddm (Xpmr/ R)
2 _ o m m nm
/0 rards, (Xomr/R) = 5 dn dr ‘/{:Xnm/Fl',f:Fl’

R2 [ ddy,\?
— z(d)’("> (Xom) = R?J2,, (18)




También podemos aplicar la regla de recurrencia
o (X) = =y (X) =, (%) (19)
que siv = my X = Xpm Se reduce a

Imt1 (Xnm) = —Jim (Xom) (20)

Esta férmula se demuestra a) derivando la ecuacion de Bessel
para Jy, para encontrar una expresion para J;,, y b)
reemplazando la regla de recurrencia en la ecuacion para
Imi1-
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Figura: Las funciones Jy (Xnor/R). Azul: n =1, verde: n = 2, rojo:
n=3.
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Para terminar el problema, soélo falta desarrollar

S(r—rh)

S(x-X) =35 (z-2)5(p—¢)

En nuestra base. Tenemos

(o] 1 o0 ) .
Z 6(90—@'—2/(7?):% Z gme=¢")

k=—o00 m=—oo

5(fr—f Rzsz (Xom!"/ R) Jm (Xpmr / R)



Entonces

¢(Z pr)

A
T D IDY e b (xomr’ | ) Jin (X )
nm

m=—o00 n=1

sinh [X;m <l27 - z)] (z>2)

= RZ Z ZBnm im(o—¢’ Jm(Xnmr/R)Jm(Xnmf/R)
Ji

m=—oo n=1 m

sinh [Xgn <127 + Z)] (z<2) (24)



Las relaciones de soldadura son

X h , X h
Anmsinh [ ,’;m (2 — Z’)] — Bpmsinh [,lnqm <2 —&—Z')] =0

Yom (0, xom (h ] _ _R
AnmCOSh[ R <2—Z>]+Bnmcosh[ = <2+z>] =
(25)

y la solucién

1 gimle—')

. h
m=—oo n=1 J%anm sinh [Xnmﬁ

Im (Xomr’' /R) Im (Xamr/ R)
sinh [Xl’;m (g —z>)} sinh [X/’;m (Q +z<)} (26)




Estrategia Il: Partimos la lata en dos a la distancia del punto

fuente.




Ahora laregion I serar < r' ylaregion Il serar > r'.

Probamos con una solucion

Ll _ imep pi2mkz/h gl
Fro(z,r,p) = emee2™ /() (27)
Pero cuando reemplazamos en la ecuacién de Laplace la
ecuacion de Bessel sale al vesre

d? 1d 2rk\% M|



Las soluciones de esta ecuacion son funciones de Bessel de
argumento imaginario, o funciones de Bessel modificadas.

En la region / descartamos las funciones de Neumann porque
divergen en r = 0. Por lo tanto, la solucién debera expresarse
en términos de la funcion

I (27Tkl’> _ iy <27T/]kr> (29)

h



En la region Il podemos usar las funciones de Hankel
H,(,J 2) (ix). Cuando x > m,

1 i 1
H(1,2) ix) oc ——eTi(x) — ___ gFx 30
Por lo tanto, si la lata abarca todo el plano (R — o0),
descartamos las H,(nz). Es conveniente introducir una nueva

funcion real -
K (x) = 1™ Hyy (ix) (31)

Imy Km son independientes

W [, K] = —1 (32)



Qué pasa si la
lata se alarga?




La posibilidad de desarrollar Fourier una funcién definida en el
intervalo [—h/2, h/2]

1 & :
f(Z) — E Z fk e27rlkz/h (33)

k=—oc0

depende de la férmula

1 [he (kK
h / b2 az ez”’(k_k )2/h — Ok (34)

ya que ésta implica que

% |
= [ dzetiin(z) (35)
—h/2

Qué pasa si h — c0?



La ecuacion (33) se puede pensar como que la senal f es
reconstruida como una superposicion de oscilaciones simples
de nimero de onda p = 27k /h (p = 27/)). A medida que h
crece, el espectro de la sefal se hace cada vez mas denso.
LLega un momento en que mas que superponer oscilaciones
individuales, es mejor sumar primero aquéllas cuyo numero de
onda se encuentra en un pequefo intervalo dp.



Ahora, cuando pasamos de pa p+ adp, k pasa a k + hdp/2r.
Por lo tanto, hay hdp/27 modos en el intervalo dp, y la férmula

(33) se convierte en
/ hdp hap ¢

—>/ wf ez (36)

donde f (p) se obtiene tomando el limite en la ecuacion (35)
_/ dz e Pf (2) (37)

pero en qué se convierte la relacion de ortogonalidad (34)?



Si p’ # p podemos tomar el limite directamente
| dzem o0 (5 2p) (38)

Pero si sumamos la ecuacion (34) sobre cualquier rango de
valores de k' que contenga a p, encontramos

KL h
1 /2 2ri(k—k')z/h /
hE:/h/Zdze’”(‘ 2/h =1 (kL <k <k.) (39)
KL



y si ahora tomamos el limite h — oo en la ecuacion (39)
encontramos

1 /P> hdp' ["/2 —
- dz eP-PZ2 =1 (p. <p<p
S (P L)

lo cual solo es posible si

/ dz e/P=P)Z = 275 (p — p')

(41)



Por otro lado, podemos calcular
/H dz g/(P—P)z — 2Sin (H(p—-p))
_H (p—p)
0 sea que hemos demostrado que

’\g/\/\\/ﬂ\j V[\V/\Aé\ -



Este analisis nos va a ser (til para ver qué pasa cuando la lata
se achata.




Como habiamos visto antes, cuando R es finito, existe un
sistema de funciones ortogonales basado en las funciones

Jm (pr), donde los valores permitidos de p forman la secuencia
Pn = Xnm/R. La condicion de ortogonalidad se deduce de la
regla general para problemas de Liouville

b * b

dafy afs,

— i f, = oo f—2
)\)/adprA {p[f’\dx fAdX]}a

traducido a nuestro caso resulta

(44)

R
(p’2 — p2) /o rdr Jm (P'r) JIm (pr)
= R[n(P'R) In(pR) — Im(PR) I (P'R)]  (45)



Como R es grande, podemos usar la férmula asintética

I (R) = 1/ Wﬁ - cos[oR — ] (46)

/R rdr Jm (P'r) Jm (pr)
0

1 [sin(R(p—p)) sin(R(p+p)—25m)
™ pp’[ (p—p) (p+p) “7)

y obtenemos




Como py p’ son ambos positivos, p + p’ no se anula nunca, y
en el limite R — oo

/O " 1t Jm (07) Jim (7) = ;5 (p-p) (48)

Como en la transicion de la serie a la integral de Fourier,
obtenemos una representacion integral para cualquier funcién
der

(1) = [ pdo i () Jn (o1 (49)

donde -
fm (P) :/0 rdr Jm (pr) f(r) (50)

En particular

176 (r—r)= /OOO pap Jm (pr') JIm (pr) (51)



La semana que viene comenzamos con el capitulo 4 del
Jackson

MAY THE

FOURTH

BE WITH YOU




