FiSICA TEORICA 1 — 2do. Cuatrimestre de 2020

APUNTE DE FORMULAS PARA SEPARACION DE VARIABLES

Coordenadas cartesianas

Ortogonalidad:
a

/ dx sin(k,x) sin(k,z) = 5(5,1”/ , kn=mn7/a

Tstk—k), k>0

/ dx sin(k'x) sin(kx) =
0 2

+o00
/ drsin(k'z)sin(kzx) = 7ok — k'), k>0

o0

+oo
/ drcos(k'z)cos(kx) =nd(k— k), k>0

o

/ dr =K —ors(k — k), keR

—0o0

Coordenadas esféricas

Coordenadas y etiquetas: g € [0, 7] ¢ € [0, 27] leNy;=l<m<Il,meZ

Armonicos esféricos: Yim (0, ) = /2L E ; Py (cos 0)et™?

Funciones asociadas de Legendre: P, (z) = (—1)™(1 — 2?)™/?-L_ P (z)

Polinomios de Legendre: P,(z) = ﬁ%(ﬁ — 1)
Ortogonalidad: (x = cos 6)
fO% do [} sin(0) dO Y5, (0, 0)Yim (0, 0) = 6vimim f_ll dx Py(z)Py(x) = 25+151’l
f_ll dx Py (1) P () = 2l+1 51 " fo% dp emee= i = 2rf,
Completitud:
i zl: Vi (0, 0")Yim(0, ) = 6(0 — ¢')d(cos 6 — cos §)
1=0 m=—1

Teorema de adicién de armoénicos esféricos: [cosy = cos € cos @ + sin @ sin @ cos (¢ — ¢') |

P(cosy) = 21 1 Z ¢")Yim (0, )



Propiedades:

Yiom(0, ) = (=1)"Y}5, (6, ¢) (@) = (=)™ 2 Py ()
Recurrencia: 2 (z) — Pt (z) = (20 + 1)B(z)  P(—x) = (-1)'P(x)
0 si [ esimpar
Al = (GGl si [ espar A =1
21/2(%)!

Primeros polinomios de Legendre:

Pyz)=1 Pi(z)=x Pyz)=1(322—-1) Pi(z)=3(52*—-3z) Py(z) = (352" — 302 + 3)

Primeros armonicos esféricos:

YE]O(ea SD) = \/+47r
Yio(0, ) = y/ 2 cost Yii(0,0) = —y/ & sinf e
Yao(0,9) = /2= (3 cos?0—1)  Yo(0,9) = —y/a2 sinf cosfe?  Yao(0,p) = 14/32 sin’ 6 e
Coordenadas cilindricas
Coordenadas y etiquetas: v €[0,2n] v e Np. A | B Q)| Z(2) R(p)
B bt e | (k). N, ()
De la separacion de variables: ® ~ Q(¢)Z(2)R(p) v_|¢€
0 0] Ly |, 1, In(p)
Q”(SD) _ _BQ(@) 1/2 eﬂ:zwp ) p:I:l/
_ 0| 1, ils
Z"(z) = M(2) —k? | e L(kp), K, (kp)

R'(p)+ R'(p)/p = (8/p*—X) R(p)
Para cada v, las funciones {.J, (kp), N, (kp)} son independientes y forman base si:

intervalo finito: p€0;a] = k=ky=xum/a
intervalo infinito: p € [0;00) — k € [0; 00)

con {Xun }nen las infinitas raices de J, ().

Ortogonalidad de las funciones de Bessel J,

a2

/ dppJ,,(xl,n/p/a)J,,(xl,np/a) = b} [JIV\-i-l(xl/n)}2 On
0

2



5(k — k')

/ dpp Ju(kp)J,(K'p) = =
0

Propiedades:

Jo(0) =1, J,2(0)=0, z<1: Jy(x)wﬁ(g)y > vt J,(0)
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N,(z —0) = o0 veN: J ,(z)=(-1)"J,(x), [dxa? J,_1(x) = 2" J,(z)

Foérmulas de recurrencia: 2v
Q1(2) + Quia (@) = — L (2)

s},
Qyr(2) = Q@) = 2— = (2)

Donde 2, representa a cualquiera de las funciones J,,, N, Hl(,l) =J,+iN,y Hl(,z) =J,—1iN,.

Para las modificadas:

Iy(0)=1, I,-0(0) =0, I,(zr > 00) 200 K,(r—=0)— 00, K,(x —00)=0
I, = ]V7 ]V(—l’) = (_1)1/]”(1.) K_, = KV7 K_l,(—.l’> = (_1)VKV($>

Wronskiano: W[K,, I](z) = K, (z)I'(z) — K (2)1,(z) =

8=

Sobre la delta de Dirac §(p — o) en cilindricas, notar que si p’ = 0, vale:
e>0
/ dpo(p) =1
0

Funciones trigonométricas: definiciones y propiedades

sin(x)

cos(x)

sec(z) = —~ coth(z) = &) cosec(r) = —

tan(z) = sin(z) sin(z)

sin?(z) + cos?(z) =1 sin®(z) = (1 —cos(2z))  cos?(z) = 5(1 + cos(2z))

2sin(x) sin(y) = cos(z — y) — cos(z + y) sin(x + y) = sin(z) cos(y) =£ sin(y) cos(z)

2 cos(z) cos(y) = cos(x — y) + cos(x +y)  cos(z +y) = cos(z) cos(y) F sin(x) sin(y)

tan(z)ttan(y)

2sin(z) sin(y) = sin(z — y) + sin(z + y) tan(z £ y) = Trtan(2) tan(y)



Funciones hiperbdlicas: definiciones y propiedades

—x

sinh(z) = <=¢

cosech(x) = Sinlll(x)

cosh?(z) — sinh?(z) = 1

tanh(z)+tanh(y)

tanh(x + y) = 1+tanh(z) tanh(y)

sinh(z)

cosh(z) = “H—  tanh(z) = )

sech(z) = coslll(x) cotanh(z) = ijﬁ((z))

sinh(x + y) = sinh(z) cosh(y) 4 sinh(y) cosh(z)

cosh(z £ y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)



