FiSICA TEORICA 1 — 2do. Cuatrimestre de 2020

APUNTES DE LA PRACTICA DEL 02/09:
GUIA 1 - SUPERPOSICION - PROBLEMAS 6, 7 Y 8

El objetivo del presente resuelto es guiar en la resolucion de algunos problemas de superposicion de
la guia 1. De ninguna manera busca reemplazar el trabajo individual de cada estudiante de sentarse en la
tranquilidad de su casa y resolver cada problema por sus propios medios. Ante cualquier duda o potencial
identificacion de typo, comunicarse con el docente mas cercano.

6. Un cilindro infinito de radio a tiene una densidad uniforme de carga, salvo a lo largo de una cavidad
cilindrica de radio b, que corre paralela al eje del cilindro. El eje de la cavidad estd a una distancia d
del eje del cilindro, tal que d + b < a.
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Figure 1: Problema 6 (a).

(a) Calcular el campo eléctrico dentro de la cavidad.

Para calcular el campo eléctrico dentro de la cavidad, utilizaremos superposicion de soluciones. Como indica
la Figuram la distribucion de carga dentro del cilindro con la cavidad puede pensarse como la superposicion
de dos distribuciones, una que sea p uniforme dentro de todo el cilindro (incluyendo la cavidad), y otra que
sea —p uniforme dentro de la cavidad y cero en el resto del espacio. Al superponer ambas distribuciones,
obtenemos la distribucién original.

Utilizando el resultado del Problema 1 (e), y considerando que la cavidad esta desplazada segin d en el
plano x — y, el campo eléctrico debido al cilindro de radio b, en su interior, es

E(r) = —27mp(r — d) (1)

donde usamos r como el vector radial de cilindricas, medido desde el eje del cilindro de radio a (reservamos
p para la densidad). Por otro lado, el campo eléctrico debido al cilindro de radio a centrado en el origen para
r < aes,

E(r) =2mpr. )

'Los esquemas fueron extraidos de: Apuntes de la prdctica de FTI de Juan Zanella.
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Luego, por superposicion, el campo eléctrico dentro de la cavidad es,
E(r) = 2mpr — 2mp(r — d) = 27pd. 3)
Es decir, el campo eléctrico dentro de la cavidad es uniforme y paralelo a la direccion del desplazamiento d.

(b) solo para quienes ya se sientan preparadxs para enfrentar a un campo magnético. Si en lugar de
tener una densidad de carga uniforme, el cilindro transportase una corriente uniforme paralela a su eje,
calcular el campo magnético dentro de la cavidad.

En este caso, hagan primero el Problema 2 (d). Luego, el campo magnético debido al cilindro desplazado
en d, en su interior, €s,

21
B(r) = _Ei X (r—d), )

notar que en el denominador va el radio a (y no b, por qué?). Por otro lado, el campo magnético debido al

cilindro de radio a, en su interior, es
21

B(r) = —zxr. 5

(1) = 57 xx )
Entonces, por superposicion, el campo magnético dentro de la cavidad es
21 21 21,

B(r)zﬁzxr—ﬁzx(r—d):$zxd (6)

En este caso, el campo magnético dentro de la cavidad es uniforme y perpendicular a d, o visto de otra forma,
perpendicular a E:

E
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Figure 2: Problema 6.

7. (a) Usando el principio de superposicion, encontrar el campo y el potencial electrostatico producido
por dos hilos paralelos, infinitos, uniformemente cargados con \; = —\s.

Haciendo uso del Problema 1 (d), sabemos que el campo eléctrico de un hilo infinito paralelo a z es
E(r) = % p, donde p es la coordenada radial de cilindricas. Luego, para hallar el campo de ambos hilos
podemos superponer la solucién de cada uno de los dos hilos infinitos.

Consideremos que ambos hilos son paralelos al eje z y que estdn desplazados en una distancia a 'y —a,
donde a vive en el plano x — y (ver Figura[3). Como el hilo estd desplazado, la distancia del punto r al hilo

, y el versor de la direccién de E es (p — a)/|p — al|. Luego, sumando ambas contribuciones,

B p—a p+a
E<r>‘”(|p—a\2 rp+a\2) @

serd |p — a
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Figure 3: Problema 7 (a).

En el caso del potencial electrostético, queda de tarea mostrar que el mismo corresponde a,

o(r) = 2| log (1273 _ e (12EALY| Zgpjoq (221N ®)
|po — al |po + 2| lp —a

usando el mismo procedimiento que para el campo eléctrico.

(b) Encontrar y dibujar cualitativamente las equipotenciales. ;Qué aspecto tiene el campo en el plano
equidistante entre los dos hilos?

Las lineas equipotenciales de ¢ corresponden a superficies tal que,

2A10g(:ZfZD _c. ©)

Estas ecuaciones nos daran funciones p(¢, C') que por simetria corresponderdn a cilindros en tres dimensiones
0, incluso aun mas simple, circulos en dos dimensiones. Podemos prescindir de la funcién logaritmo por
ahora para nuestro andlisis,
p + a
o — a
Veamos que esta dltima ecuacién corresponde a circulos, elevando al cuadrado y re ordenando,

= C" =exp (C/2)). (10)

PP 4ad>+2p-a=C*p*+a*—2p-a), (11)
que es igual a,
(1-C?)p*+(1-CHa*+2(1+C*p-a=0, (12)
o de manera equivalente a,
P’ +p*—2p-p=FR’, (13)
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con,

C?+1
P=mr @ (14)
2C"
= _a. 1
R= g (15)

Queda de tarea, pensar/usar la herramienta que més les guste para estudiar las superficies equipotenciales
segun los valores de (", graficar las superficies y el inciso (c).

8. (a) Calcular el potencial electrostético para todo punto del espacio producido por una esfera metélica
a tierra rodeada por una cdscara esférica con una densidad de carga uniforme o.
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Figure 4: Problema 8 (a).

Podemos notar que sea cual fuera la solucion para el potencial, la simetria esférica del problema implica
que, si hay una densidad de carga inducida sobre la esfera de radio a, esta densidad debe tener simetria
esférica, es decir, debe ser uniforme. Luego, podemos pensar a esta densidad como la incégnita del problema.
La ecuacion que nos permite hallarla es la condicion de potencial igual a cero sobre la esfera de radio a.

Entonces, si sobre la esfera hay una densidad oy,4 uniforme, haciendo uso del Problema 1 (b) y el principio
de superposicion, el potencial es,

Q‘"d—l—%, sir <a

a

D(r) = 9 + & sig<r<b (16)

r

Qini+Q’ sih < r,

donde Qjnq = 4ma’og y Q = 4mwb’c. Aplicando la condicién de potencial a cero en r = a, obtenemos
Qina = —aQ /b (;,qué les recuerda este resultado?).

(b) Suponiendo conocido el potencial producido por una carga frente a una esfera a tierra y el resultado del
item anterior, indicar como utilizar el principio de superposicion en los siguientes casos:

@ ‘/2
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Figure 5: Problema 8 (b).



La superposicion de soluciones tiene que respetar dos cosas: i) sobre los contornos donde el potencial estd
fijado, la suma de las soluciones debe tomar ese valor; ii) en las regiones donde se ha prescrito la densidad
de carga, la suma de las densidades de carga que aporta cada término de la superposicion tiene que dar la
densidad original. De esta manera queda garantizado que la superposicion tiene las mismas fuentes que habia
prescritas en cada region del problema original, y que satisface las mismas condiciones en los contornos.

El primer caso lo podemos pensar como,

Figure 6: Problema 8 (b).

donde la primer parte se da como conocida y la segunda es el inciso (a). En el segundo caso, la carga se
encuentra entre los radios a y b. Este cambio, ;cambia la solucién?

A primera vista, el tercer caso no puede descomponerse en la suma de los dos que se suponen conocidos.
Sin embargo, una esfera a potencial V' se puede pensar como una esfera a potencial V' + 0. Asumiendo
entonces que conocemos la solucion del problema de la carga frente a la esfera a tierra y la solucion del
problema de las dos esferas a potencial V; y V5, respectivamente (sin la carga) el problema queda resuelto.
Queda para ustedes encontrar el potencial para el problema de las dos esferas de radios a y b a potencial V; y
V5, respectivamente. La propuesta es que sigan el siguiente método: planteen la ecuacién para ¢ en cada una
de las 3 regiones sin carga: i) a < r,ii) a < r < byiii) b < r, esto es

V20 =0. (17)

en cada abierto. Dicho de otra forma, el potencial satisface la ecuacion de Laplace en cada region. Sabemos
que este problema es esféricamente simétrico, por lo que el potencial depende inicamente de la coordenada

V20(r) = Lo ( 28@) =0 (18)

r, entonces

“r2ar \' ar
(en donde usamos la expresion del operador laplaciano en esféricas). De esto dltimo se ve que la solucién
més general para V2®(r) = 0, con ® simétricamente esférico, es: ®(r) = A + B/r, donde Ay B son
constantes de integracién. Terminen de resolver el problema usando la solucién general en cada una de las 3
regiones en donde el laplaciano es cero, e impongan las condiciones de contorno adecuadas para cada region;
el potencial no diverge en el origen, ®(a) =V}, ®(b) = Vo y $(o0) = 0.



