FiSICA TEORICA 1 — 2do. Cuatrimestre de 2020

APUNTES DE LA PRACTICA DEL 07/09:
GUIA 1 - LEY DE AMPERE, INTEGRACION DIRECTA Y ECUACION DE POISSON -
PROBLEMAS 2,3,4Y5

Para empezar recordemos la ley de Ampere. La misma se puede obtener del rotor del campo magnético
en las ecuaciones de Maxwell estaticas en vacio

VxB=—j (1)
C

integrando sobre una superficie S y usando el teorema de Stokes

/VxB-dS:4—7T j-ds )
S C Js

4
/ B.dl=—1(S5) 3)
as ¢
Problema 2
La idea de este ejercicio es usar las simetrias del problema para eliminar dependencias o componentes de

los campos a calcular. Para ello recordemos como cambian la distribucion de corriente y el campo magnético
ante las siguientes transformaciones

Traslacién: j(r) — j'(r) =j(r —a) = B'(r) = B(r —a) 4)
Rotacién: j(r) — j'(r) = Rj(R™'r) = B/(r) = RB(R 'r) 5)
Reflexion: j(r) — j'(r) = Rj(R™'r) = B'(r) = -RB(R'r). (6)

a) En este caso la densidad de corriente es simétrica ante una traslacion en z entonces
B(r,p,z—a) =B(r,p,2), Ya = B(r,p,z) =B(r,¢). @)

De la misma forma la densidad de corriente es simétrica ante una rotacion alrededor del eje z entonces el
valor que toma cada componente del campo no depende de la coordenada angular (notar que la direccién si
depende del dngulo: ¢ = ¢(p).). Ademas la densidad de corriente es simétrica ante una reflexion R en el
plano yz entonces

B'(r) = B(r) (8)
—RB(R'r) = B(r) 9)
B.=-B, =B
r T T BT — O
B,=B,=B, = B o—0" (10)
B, =-B,=B, ?
Concluimos entonces que
B<T7 907 Z) = BW(T)Sb (11)



Usando la ley de Ampere

4 4 21
/B-dl:-”]:>3¢2w=—”1:3¢,:—. (12)
c c c rc
Para encontrar un potencial vector A serd util entender cuales son sus simetrias, para ello recordemos que
4 4
VXBZ%TJ‘:VX(VXA):V(V A) - VQA——”J (13)

y eligiendo el gauge de Coulomb V - A = ( tenemos

Ar
VA = ——i = Alr (14)

H—W

con lo que el potencial vector transforma de la misma manera que la densidad de corriente en este gauge, y
usando las mismas 3 transformaciones anteriores concluimos que

A = A (r)i + A (r)z. (15)

Ademads, a partir de la transformacion compuesta por una reflexion sobre el plano perpendicular al cable y un
cambio de signo global, se obtiene que el potencial vector en el gauge de Coulomb tiene A, = 0. Usando el
rotor en cilindricas tenemos

B=VxA (16)
B, = 9 — e 0=0-0
— aA aA
B¢— x — o2 a7
=1(2 ) 0=1(0-0)
e integrando obtenemos
I [1 21
A, =—2— | —=dr =——1log(r) + A(ro) . (18)
c) r c
Fijando A(rq) = 0 tenemos un posible potencial vector (recuerden que no es tinico) que satisface (19)
21
A =——1log(r/rg)z. (19)
c
B, ATl
zZ A 5] BW "X / A
B,
x/\y B.
(a) Problema 2 (a). (b) Problema 2 (a): Circuito de Ampére.



Fijense que los items (d) y (e) también tienen simetria de traslacién en z y de rotacion alrededor de ese

eje con lo que
B(r) = B.()p, y A—— / Bdr.

(20)

Ademads como B es constante para un 7 fijo también podemos obtener el campo magnético a través de la ley
de Ampere usando una circunferencia concéntrica. Para el item (d) si el cilindro tiene radio a y densidad de

corriente uniforme ;7 tenemos

/B-dl:4—ﬁ/ j-ds
Cr ¢ Jp,
)

47
Zamre, r<a
N C
BSOQWT—{LM_ ) S
=ima“, r>a
C
24mr r<a
:B = C'] ’
@ 2, a? >
Sjmes, r>a

También se podria expresar en términos de la corriente total del cilindro usando

I:/j.dszjm?
Ca

Luego usando (20) tenemos que el potencial vector resulta ser

1 .25
—jmriz, r<a
A(r) = { [

—%jwaQ In (2) — %jmﬂ zZ, r>a

donde ajustamos la constante de integracion para que la funcidén quede continua.
En el item (e) si el cilindro tiene radio a y densidad de corriente superficial uniforme g tenemos

4
/B.dlzl g-dl
" ¢ Je,

B9 0, r<a
=
v 47”27Tag, r>a

0 r<a

:>sz 4 ’ ,
Ttg,  r>a
cCT

que podriamos expresar en términos de la corriente total del cilindro usando

I:/j-dS:/ g - dl = 2mag.

Luego usando (23) tenemos que el potencial vector resulta ser

A(r):{[ 0, ) r<a‘

—%”ga In (g)} Z, r>a

21

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

27)

(28)

(29)

(30)

(g) Nuevamente empezamos con las simetrias y notamos que el toro es invariante ante rotaciones R,

alrededor del eje z y ante reflexion R, en el plano yz. Usando coordenadas cilindricas como antes, la
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(d)

Figure 1

simetria ante rotacién nos dice que |B(r)| = |B|(r, z). Ademds, dado un punto de la forma r = (r,0, 2) si
hacemos una reflexion seguida de una rotacién en 7 volvemos al mismo punto y al ser ambas simetrias debe
ser

B"(r,0,z) = B(r,0, 2) = B,#(r,0,z) + Byp(r,0,2) + B, 2. (31)
Por otro lado, el campo magnético transformado resulta ser
B"(r,0,z) = R,B' (R (r,0, 2)) (32)
=R, [-R,.B (R;lejzl (r,0,2))] = R; [-R,.B(r,0, z)] (33)
=R; [ (=B, 7(r,0,2) + B,p(r,0,2) + B.2)| = —B,7(r,0, 2) + B,p(r,0, 2) — B, 2 (34)
y reemplazando esto en (34) tenemos
— B, 4+ By¢ — B,2 = B,7+ B,p + B,2 (35)

— B, =0, B.=0. (36)

(si bien esto lo hicimos para (r,0, z) por simetria de rotacién vale para todo (r, ¢, z)) Entonces, si el toro
tiene un radio interior a y uno exterior b, podemos encontrar el campo magnético usando la ley de Ampere.
Para ello tomamos como curva una circunferencia C,.. Si esta circunferencia se encuenta contenida dentro del
toro (entre los radios a y b) entonces concatena la corriente que circula por el radio interior y tenemos

4

/ B.dl= " NT (37)
Cr c

4

By2mr = %TNI (38)
2 .

B= NI, (39)

rc

mientras que si la circunferencia se encuentra fuera del toro o bien no concatena corriente (si se encuentra
dentro del radio interior o a una altura z mayor al radio de la seccién) o las corrientes que concatena se
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cancelan (puesto que la corriente del radio interior y exterior tiene igual magnitud pero sentido opuesto).
Concluimos entonces que

0, fuera del toro
B(r)=4 , ...
=NIyp, dentro del toro

Problema 3

(a) Como la densidad se halla contenida en z = 0 y » = a podemos escribirla como

p(r')y = No(r' —a)o(2). (40)

A

El potencial electrostitico viene dado por la integral de Poisson que tomandor = zZ es

') 2 A(r' —a S
|rp(_ r’] / / / N +z( ?) rdride’dz 41
27
/ / / _ >\
\/m/ (r" —a)r'dr’ /Oo d(2")dz /0 dy' = \/cﬁ:—l—zza?m (42)

Ahora podemos tomar el limite |z| > ¢ — 1> |“7| desarrollando en serie de Taylor

o(lz] > a) = QWG)\; (43)
||
2wal 1a? a\3
%W(l_iﬁ)w((?)) 0
2mra\ __

o0 sea que a orden cero en a/|z| tenemos, ¢(|z| > a) = B |Z‘ que es el potencial de una carga puntual
vista desde el eje z. En la tedrica ya hablaron un poco sobre desarrollo multipolar, en particular vieron los
términos monopolar, dipolar y cuadrupolar de la expansion. El término monopolar se caracteriza por un
escalar (la carga total), el término dipolar estd caracterizado por un vector, y el término cuadrupolar estd
cacterizado por un tensor (simétrico y de traza nula). Observen que aqui el siguiente término que aparece
en el desarrollo es de orden 2 3. Esto indica que el término dipolar, O(z~2), no estd presente. La razén por
la cual no aparece el término dipolar es porque no hay manera de caracterizar la informacién de un anillo
uniforme mediante un vector: para eso seria necesario poder identificar una direccion y un sentido que oriente

mas carga positiva de un lado que del otro, y eso es imposible para el anillo centrado en el origen.



Problema 3 (b) En cilindricas podemos escribir la densidad de carga como
p(r') =c0(2")O(a — '), (45)

donde O es la funcién de Heaviside. El potencial electrostitico se obtiene entonces usando la integral de

/ 0 2 0 / !
#(0, 2) :/ pr) dr’ :/ / o0(z )g(a T)r’drldgoldz' (46)
—00 J 0 0 r

lr — /| + 22

Poisson

usando 1% + 22 = u = 2r'dr’ = du tenemos

o0 / o7 ) a’+22 1 1 ul/2
= 5(2Vd2 | d —du= = To——
o[ o [ad [ g =na

6(0,2) = 2m0 (Va2 + 22 = V22) (48)

Tomamos el limite [z| > a = 1> 5 desarrollando en serie de Taylor

a?+422

(47)

22

an 2
#(0, 2] > a) = 2no|7| ( 1+ (;) - 1) (49)
2 2
wﬂa_w(z)_g (50)
2 || 2/ e
que es el potencial de una carga puntual. Mientras que si a > |z| == 1> Z tenemos

2\ _ 7
(0, |z| € a) = 27m0a 1+ <—> - — (51

a a

~ 2700 (1 _ ﬂ) Lo ((5)2> | (52)
a a

que a menos de una constante irrelevante corresponde al potencial de un plano infinto.

Problema 4 (a) Respetando la simetria del problema trabajaremos en cilindricas r = (r, ¢, z). Veamos
como escribir la densidad de corriente

j) = go(r' — a)p (33)
donde ¢ es una constante que representa corriente por unidad de longitud, y podemos determinar integrando
JEGRERE 54
s
/gé(r’—a)@-dS:[N:InL (55)
L
/ gp-pdl = gL = InlL = g = In. (56)
0
Podemos calcular el campo magnética usando Biot-Savart conr = z2, v/ = ar + 22 = r —1' =
—ar + (2 —2')2
1 ] —r
B(0,0,2) = —/Jx(r—r)dv (57)
c lr — 1|
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1 L/2 27r[5/_ 5 % [—af 3
= _/ / n (T a)gp [ ar _'_3522 < )Z] ad/]ﬂ,dsoldz/. (58)
C —L/2J0 [a2+(2_2/)2]
Tenemos entonces
1 [Ee 2rl 2nIna® [*/* 1
B, =~ / T ady = T / 2l (59)
—1/2 [a? + (2 — 2')?] ¢ —r/2 [a® + (2 — 2)?]
onlIna? [*+E/2 1 21 Ina® u Z+L/2
N > 2T 27,2 4 4,211/2 1, (60)
¢ —L/2 [a® + u?] ¢ a?la®+wu?| /7 e-L/2
_ 2rin z+ L/2 z—LJ2 1)
¢ \Ja+(z+L/24"  [a2+(z—L1/2)7"
2l
— o (cos By + cos ). (62)
c
4. (b)
Tomando: r — v’ = (rcosp —acos ') &+ (rsing —asing’)§+ (2 — 2') 2 (63)
¢ = (—sin@'& + cos ©'() (64)
y usando el teorema del coseno
r—1|=(2—2)+r*+a® —2arcos(p —¢), (65)
podemos calcular el campo magnético usando la ley de Biot-Savart como
/L/2/ / Iné(r' —a) (—sin 'z + cos ¢'7) 66)
(z,y,2
L/2J0 [(z — /)2 + r2 4+ a2 — 2ar cos (p — ¢)]**
[(recos —acosy’) &+ (rsing —asing) g+ (2 — 2') 2] r'dr'dy’dz’ (67)
para simplificar tomamos y = 0, o sea que, B, = B,
(2.0, 2) /L/2 T In (—sin '@ + cos ') x [(r —acosy) i — asi;;o’g)+ (z —2') é]adgo’dz'
L/2 [(z = 2")2 4+ 124+ a? — 2ar cos ¢/
(68)
entonces o L2
™ I N
(2,0, 2) / / neosy' (z = 2) 37 adz'dy’ (69)
L2 [(z — 2')? +r? 4+ a® — 2ar cos ¢’
tomando b := r? + a®> — 2arcos o/, u :=b+ (z — 2')? = du= —2(z — 2')d?’
aln 27 1 b+-(z4+L/2)? 1
B.(z,0,2) = — / cos ' = / —=dudy’ (70)
¢ Jo 2 Jor(amrjop UP?
aln [*" 1 L bt(etL/2)?
=7 )y g TR et an
aln [ , 1 1 ,
= — cos ¢ — dy'. (72)
¢ Jo <\/b+(z—L/2)2 \/b+(z—|—L/2)2>
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Para tomar el limite » < a, z < L escribimos

-1/2 —-1/2

[b+ (2 — L/2)*] = [r?+a® — 2arcos¢’ + (2 — L/2)?] (73)
27 —1/2
= {7“2 +a* —2arcosyg +2° — Lz + Z] (74)
L2\ 2\ 2a\” 22\° ar , z e
= (Z) (f) + <f) + (f) —8ZZ COS —4Z +1 (75)
_2 N I PR NN S SOMIP _ gy
2t a-p 2 [1- Jla- 0+ S 8P+ 0 (- 5] 76)
donde ) ) ,
2 2 2
a = (fr) + (%L) + (f) - 8%%608(,0/ <1 (77)
z
g = 43 <1 (78)
y de la misma forma
21-1/2 __ 2 1 3 2
[b+ (= + L/2)’] %Z[l—§(a+ﬂ)+§<a+6>} (79)
Volviendo a (50) tenemos
2m
B0, ~ 2 [Teosg 2 {[1-Fla-p) 4 flam 7| - [1-j a0+ a0 fag
) (80)
aln 7 2 1 3 1 3
%T/o COSSOE{1—§(a_5)+§(a2+52—2a5) _1+§(a—5)—§(a2+62+2a5)}
2 (81)
aln [*" ;2 3 ,
N i cosy — (5 — §4a5) dy (82)
aln , " ,2 3 ,
~ 75/0 cos ¢+ (1 - 504) dy (83)

alndz 2 I / 3 2r 2 2a 2 2 2 ar
~ — 1__ _ + _ + _ QR / ! 4
c LL/0 COS@{ 2[<L) (L) (L) 8LLCOSSO dp &4

usando que fo% cos ¢'dy’ = 0 queda

alndz?2 [*" 3.oar
~N——= —8—— 'dy’ 85
. LL/O cos p 58+ cosgldp (85)
y como fo% cos? pldp’ =
wnl a’zr

(86)



Problema 5. Les proponemos intentar hacer este problema por su cuenta. Si no consiguen el resultado
esperado en el item (c) vean el procedimiento que se propone a continuacion.

Como el nicleo es puntual con carga ¢, debe generar un potencial  y su densidad de carga deberfa ser
q&3(r). Podemos entonces interpretar el potencial que nos dan como

o)=L 4 L (g=2r/a _q) 4 Le—/a 87)
T T a

Para hallar la densidad de carga total p podemos usar la ecuaciéon de Poisson

V3¢ = —4mp. (88)
Noten que por lo que dijimos antes vale que
V2 (g) = Argdd(r) = V? (;) = An(r), (89)
entonces )= _iVQ (g) B ivg [g (e72/a — 1) + ge-wa} (90)
4 r dm r a
= ¢03(r) — ﬁfi% {ﬁ% [g (72— 1) + %e’%/“} } 91)
= q6%(r) — %%% {7"2 {_r% (7 —1) — 3%6_2”“ - %%6_2”“] } (92)
= q6°(r) — i%% {—q (e_QT/" — 1) — gqre_%/a — 2—37‘26_2”“] (93)
— - L [g g~ Zqein ( : ) el _ ( 2 ) el %r%wa] o)
= 48(r) — %e—%/a. (95)

veamos que esta densidad resulta en un d&tomo neutro

2m T 00
Q= /pdV = / / / <q63(r) — ige_%/a> r2dr sin pdpdp (96)
o Jo Jo Ta
=q— —3/ / smnpdgpdgp/ e~ /a2y 97)
Ta

—q—g‘lﬂ/ —2r/a er_q_iﬂzzo, (98)
0

donde la ultima integral se puede resolver integrando por partes dos veces.



