FiSICA TEORICA 1 — 2do. Cuatrimestre de 2020

PRACTICA DEL 09/09:
GUIA 2 - SEPARACION DE VARIABLES EN COORDENADAS CARTESIANAS:
RECINTOS ACOTADOS

Objetivos de hoy:

e Resolver el potencial electrostético en recintos acotados usando coordenadas cartesianas.

e Plantear la ecuacién de Laplace, imponer el método de separacidn de variables, e identificar direcciones
(z, y 0 z) en donde el teorema de Stiirm-Liouville garantiza que existen bases de funciones completas
para desarrollar el problema.

e Aplicar condiciones de contorno (valor del potencial o el salto de su derivada, en superficies) y usar
propiedades de ortogonalidad de la base para hallar la solucién del problema.

e Dividir un problema de Poisson para que queden dos (o mas) de Laplace + condiciones de contorno.

Breve introduccion/ repaso de la teérica

El potencial electrostatico ®(r) satisface,
e en general: la ecuacién de Poisson V2® = —47p
e en ausencia de cargas: la ecuacién de Laplace V2@ = (

Dadas condiciones de contorno adecuadas, existe la solucién y es tnica.

Método de separacion de variables para resolver Laplace:
Vo =0.
Vamos a resolver ® en el interior de recintos acotados, que sean paralelepipedos en las coordenadas carte-

sianas (x,y,z). En estos casos las condiciones de contorno estardn dadas sobre los lados de un prisma
rectangular:




La ecuacién diferencial que queremos resolver es
V20 = 0,0,9(x,y, 2) + 0,0,®(x,y, 2) + 0.0.9(x,y, 2) = 0. (1
El método de separacion de variables propone soluciones que sean
u(z,y, z) = X(2)Y (y)Z(2),
un producto de 3 funciones, cada una dependiendo tinicamente de una de las coordenadas. Introduciendo esta
propuesta en (1)
Viu(e,y, z) = X" (@)Y (y) Z(2) + X (2)Y"(y) Z(2) + X (2)Y (y) 2"(2) = 0,

y dividiendo todo por u, tenemos

X'@) Y'y)  27(2)
X(z) Yy  Z(2)
—— —— ——

—a —B —A=a+p

=0,

donde a, B y A son constantes, que satisfacen el vinculo a+ 5+ A = 0. Quedan 3 ecuaciones diferenciales de
segundo orden, una para cada funcién de cada variable. Una ecuacidn, digamos X" (z) = —aX(z), no fija
el autovalor a: son las condiciones de contorno especificas de cada problema las responsables de determinar
qué valores pueden tomar los autovalores. Repasemos que tipo de soluciones podrian aparecer para estos
problemas, tomemos por ejemplo la ecuacion en la direccion z,

X"(z)+aX(x)=0 :
e Sia = k? > 0, la solucién es una combinacién de senos y cosenos (o exponenciales complejas). Se
puede escribir como

Asinkx + Bcoskx ,
Asin [k(z — 7)],
Acos[k(z — 7)],

Ae**  Bem™ (A, BeC)
etc.

segln convenga, con dos coeficientes libres: Ay B o 7.
e Sia = 0lasolucién es A + Bz, con Ay B coeficientes libres.

e Sia = —? < 0, la solucién es una combinacién de senos hiperbélicos y cosenos hiperbélicos (o
exponenciales reales). Se puede escribir como
Asinh(vyx) + B cosh(yz),
Asinh [y(z — z)] + B cosh(yz),
Asinh [y(Z — )] + Bsinh(yx),
A’ + Be 77,
etc.

segin convenga, con dos coeficientes libres: Ay B. (A veces resulta util plantear, de entrada, un
corrimiento T en argumento.)



Si podemos catalogar a los autovalores mediante la etiqueta n, las posibles soluciones quedan dadas por
el conjunto {«,, } y las llamamos X, (z). De este modo la solucién general para el potencial es

O(r,y,2) =" Z 7 X () Yon (Y) Zun (2)

n,m

en donde se suma con n y m para cada autovlaor o, y 5,,, y tenemos (a, + B,n) = —Aum de manera que
las funciones Z,,,(z) quedaron en término de las etiquetas n y m. La linealidad de la ecuacién de Laplace
nos permite construir la solucién general mediante la suma de cada solucion de la ecuacién. Las comillas en
la expresion anterior, hacen referencia a que esa suma podria ser entendida como una integral en el caso de
que un conjunto de autovalores forme un espectro continuo. En el caso de recintos acotados, los autovalores
quedan discretizados y vale la expresion con la sumatoria.

Problema 1

Veamos primero el problema no trivial mas sencillo. Un cubo de lado a con una tapa a potencial V' y el resto
a tierra (potencial cero).

Problema 1: Las tapas cuadradas sin especificar estdn a tierra.
Buscamos la solucién en su interior de la forma

O(x,y,2) = Z Xo(@) YY) Znm (2)

con un vértice del cubo apoyado en el origen, de forma tal que se satisfacen las siguientes condiciones de

contorno:
O(x=0,9,2)=0, Prx=a,y,2)=0
O(z,y=0,2)=0, P(r,y=a,2)=0
O(z,y,2=0)=V, P(x,y,2=0a)=0



Las condiciones de contorno requieren que el potencial se anule en las dos tapas en la direccién x, y en
las dos tapas en la direccidon y; entonces elegimos las funciones senos y cosenos en esas direcciones, ya que
son capaces de anularse para dos puntos de su argumento. Las soluciones exponenciales reales, la constante y
la lineal quedan descartadas en x e y porque no se anulan en dos puntos distintos de su argumento y tampoco
es posible lograr anularlas mediante combinacidn lineal de ellas mismas. De esta manera tenemos

Xu(x) = Apsin(k,x) + B, cos(k,x)
Yi(y) = Cusin(kny) + Dy, cos(kny)
Znm(2) = Eppsinh|ynm(a — 2)] + Fum cosh[vnmz] , Yom = VK2 + k2,

d(r) = Z [A, sin(kpx) + By, cos(kpz) | [Cr sin(kny) + Dy, cos(kmy)] { Enm sinh[ynm (@ — 2)] + Fum cosh[vpmz]}

n,m

l agrupando y renombrando coeficientes

= Z [Apm sin(kn,x) + Bpm, cos(kpx) | [sin(kmy) + Dam cos(kny)] {sinh[vnm(a —2)|+ Fom cosh['ynmz]}

n,m

an(z)

Quedaron 6 incégnitas a determinar en cada término del desarrollo {k,,, K, Anm, Brums Dy, an}, para lo
cual se necesita aplicar las 6 condiciones de contorno dadas en el problema.

Aplicando las 5 condiciones de contorno triviales:

0=P(x=0,y,2) = Z B [sin(kny) + Dy cos(kmy)] {an(z)} — Bun =0

n,m

0=®(x =a,y,2) = ZA’”” sin(kya) [sin(k,y) + Dy cos(kny)] {an(z)} — k, = %T ,neN

0=>®(z,y=0,z2) = ZAnm sin(k,x) Dy, {an(z)} = Dy =0
N mm
0=20 = = Anm in(ky, in(kp, Znm b = — ) N
(x,y =a,z) ; sin(k,z) sin(ka) { (z)} — M€
0=®(z,y,2=0a) = Z A sin(k,z) sin(k,y) {an cosh[%mz]} — F,n =0

obtuvimos

O(x,y,2) = Z A sin(k,x) sin(k,,y) sinh [y, (@ — 2)]

n,m=1
con: k, = nn I — m, Vom = E\/n2+m2, {n,m} eN
a a a
y falta imponer la condicién:
O(x,y,2=0)=V



Para resolver esta dltima ecuacién podemos desarrollar la funcién de la derecha (la constante V' en este
caso) en la misma base de funciones que aparece en el potencial, de tal forma que podamos igualar coeficiente
a coeficiente del desarrollo. Otra manera de despejar es aplicar directamente la ortogonalizacién a ambos
miembros mediante cada elemento de la base, esto es

/dwsin(kn/x)/ dysin(k:m/y)é(:r,y,O):/ dxsin(kn/x)/ dy sin(k,,y)V
0 0 0 0

Z Anmsinh[%ma]/ dx sin(k,x) sin(k:n:v)/ dy sin(k,yy) sin(k,y) :V/ dxsin(k:n/:v)/ dy sin(k,y)
0 0 0 0

n,m=1

-~ ~~
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En la direccion x y la direccién y queda una funcién par respecto al centro (z = a/2, y = a/2):

impares

16V . . Sinh['ynm(a B Z)]
P = — ky, Ky _
@y 2) =5 3 sinlha)sinlhny) S0 0
con: k, = nn I — m, Vrm = E\/n2—|—m2, {n,m} €N
a a a

Importante: Ademas de satisfacer las condiciones de contorno en las direcciones triviales, la eleccion
de las trigonométricas es esencial para la construccion de la soluciéon. La razén es que forman una
base completa de funciones. Si no contairamos con una base completa no podriamos desarrollar las
funciones arbitrarias que quedan en los contornos de la tercer direcciéon. Aqui es donde el teorema de
Stiirm Liouville se vuelve fundamental para garantizar la construccion de la solucion mediante este
método.



Aplicado a problemas en recintos acotados en cartesianas, Stiirm Liouville nos dice que las soluciones de
X'(x) = k> X,(2), z¢€][0,d]
que satisfacen las condiciones de contorno
X,(0) = X,,(a) =0 (tipo Dirichlet)

son ortogonales entre si, si corresponden a autovalores diferentes. Ademads: el conjunto de autovalres {k2}
es discreto y ordenado, y las autofunciones {X,} normalizadas forman una base completa de IL? en [0, a]
(pueden desarrollar cualquier funcién del conjunto L2 en el intervalo). Precisamente, estamos hablando de
las funciones trigonométricas, y las relaciones de ortogonalidad y completitud que nos lo garantizan son:

/ dx sin(kyx) sin(k,x) = gd,m/
0

Z sin(k,r) sin(k,x’) = % §(x — ')
respectivamente [[|

Cada vez que encaremos un problema para resolver mediante separacion de variables, tendremos que
buscar en qué direcciones se puede plantear Stiirm-Liouville. En esa direccion usaremos el conjunto com-
pleto de funciones (la base) que permite desarrollar la solucion. Para problemas en cartesianas, dicho mas
facil, se busca las direcciones en donde se puede usar la base de senos y/o cosenos.

Problema 1: otras condiciones de contorno.

d 12 — P 1 + @ 2
Si V; = V, = tiene que quedar una funcion par respecto a z = a/2, en la direccion z.

Si V} = =V, = tiene que quedar una funcién impar respecto a z = a/2 en la direccodn z.

*Nota: si cambiara el intervalo de interés, por ejemplo a [a1, az], basta con trasladar el sistema de coordenadas nuevamente al
[0,a = ag — aq], o trasladar el argumento de las funciones base, esto es: sin[k, (z — a1)].
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En general, el problema no se va a presentar preparado para que lo ataquemos directamente con la
eleccion de las direcciones de la base, sino que vamos a tener que descomponerlo adecuadamente (usando
superposicién) en problemas de Laplace que podamos y sepamos resolver. Por ejemplo:

Problema 1: con condiciones de contorno menos triviales.

Resolucion de la ecuacion de Poisson:
V2® = —4np

A continuacién (primera parte de la guia 2) vamos a resolver la ecuacion de Poisson en problemas donde las
cargas se puedan poner todas en superficies planas, o todas en superficies esféricas, o todas en superficies
cilindricas. De ese modo vamos a poder dividir recintos en regiones donde se cumpla Laplace, dejando
tanto a las cargas prescritas como a los conductores en los contornos de las regiones, y aplicar separacion de
variables. En la segunda parte de la guia 2 (y en la guia 3 de medios materiales) vamos a usar, ademas, la
funcién de Green que nos va a permitir resolver problemas con densidad de carga distribuida “de cualquier
manera” y en volumen (que no se puede poner en superficies).



