Clase practica del 16/09 - Esféricas

* Repaso muy rapido de Laplace y separacion de variables en esféricas (p. 1)
* Problemita simple y canonico (p.7)

* Problema: G.2 — Ej.9 (p. 36

* Problema: G.2 — Ej.11 (p. 64

No se asusten con la cantidad de pdginas! Las diapos estdn repetidas



Separacion de variables en coordenadas

esféricas

Regiones descriptas segun

*a<r | r<b | a<r<b
c0<O<m
c0< p<2nm

Separamos en regiones sin cargas y
\72¢ = —4‘71',0 resolvemos algo mas facil

I —

caso con fuentes (Poisson) a través de

ar

Una vez que resolvi Laplace, vuelvo al d¢ d¢
a P W 4o = — () —— ()

ar

=(E2_E1)"7i



Ecuacion vy solucion de Laplace en
coordenadas esféricas

1 &°

- — (r®) +

r or

¢ = R(r)P(6)Q(¢)

Ecuacion en ¢

Ecuaciéon en 6

Ecuacidnenr

*®

| ( . acb) 1
p =
r? sin O 06 ~sm ob +

1d?Q ,
Qdp? ~

L 4 (ino®™ )4 (1a+ 1 sl P
sin O dé >t db sinZ 6 B

1 d?

EW(TR) = l(l + 1)

El procedimiento es igual que en cartesianas, aislando
términos constantes que nombré ¢, = —m?yc, = [(l + 1)

r? sin® 0 d¢® -

Ansatz: Propongo separacion de variables

0 (3.1)

Q(p) = e'™m?

P(6) = P™(cosB)

R(r) = At +

it

T'l+1

72¢p = 0

m entero por periodicidad!

En ¢ las soluciones son
oscilatorias. Como estamos en la
esfera completa, m € Z.
Ademas -l <m<l

En 0, un amigo matematico me
dice que las soluciones son P;™.

Forman base

En r la solucion no es una base!



Como se ve un polinomio de Legendre?

Forman una base ortogonal (igual que sin,
cosl)enx € [—1,1]

Son polinomios, en nuestra expansion del
potencial los evaluamos en x = cos 6

Cumple varias otras propiedades:
P.(1) =1
(n+1)Ppry = (2n+ 1)zP, —nP,_4

2
1
"“" 4p _up P,

n dz

Para m # 0 se construyen a partir de los
anteriores y no son polinomios

4 ()

PP ) = (1) (1 - )™

Ejemplo: Algunos polinomios de Legendre

Pyxr) =1

Py(x) = x

Pyx) = 33 — 1)

Py(r) = 4(5%° — 32)

P,(x) = §(352* — 302 + 3)

1.0
T — T > _
— Po P2 — Pa
-1.0 — P — P3 — Ps

-1.0 -0.5 0.0 0.5

1.0



Armonicos esféricos

Ejemplo: Algunos armonicos esféricos

Spherical harmonics Y, (0, [
ﬂ] lfﬁ( ¢) Yﬂ —_— 1 35 Eina Beji#
I—o v i 4N 4n
— M [
Van Y. _1 10S:ai?ﬂ feid
r 20 = i 3 n® v cos e
Yll _ sin ﬂeié 1’ =3 < .
— & Ygu = —- E sin 6(5 cos® 0 — 1)et®
[=1 ; aN 7
Yio = ,’i cos 0
_ 4
[ m
Yoo =5 13 Gin2 Geté Y, (0. $) = (=1)"Y2,0. $) (3.54)
T
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]
r
e
-
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|
|
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Algunas cosas que recordar

oo Z Solucion general de la ecuacion de
O(r,0,¢) =2 > [Ayrt + Bp,r VP70, 6) (3.61) Laplace (regién libre de cargas) en
il=p m=—1

undominioa <r <b»b

2 T
f dqbf sin 0d6Y},, (0, )Y,,.(0, d) = 6,0, m (3.55) Ortogonalidad de Y;,,
D 0
Yinl0, &) = J2l +1(—m P,"(cos Ojg‘-"m‘i’ (3.53) Ojo el factor! Relacién entre Y;,,, y P,
4= (I + m)!

- Solucion general de la ecuacion de
O(r, ) =D [A;r' + Byr “TV]P(cos 6) (3.33) Laplace (region libre de cargas) en un
L=0 dominio a < r < b con simetria en ¢@.
1
j P.(2)P,(x) dx = _2_ 5, (3.21) Ortogonalidad de P;. Ojo con el
21 +1 factor! No estan normalizados.




Clase practica del 16/09 - Esféricas

* Repaso muy rapido de Laplace y separacion de variables en esféricas
* Problemita simple y candnico

* Problema: G.2 - Ej.9

* Problema: G.2 —Ej.11



Ejemplo de separacion en esféericas

Problema: Hallar el potencial ¢(r) en todo el espacio. Cascardn esférico
cargado con g (6)
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Ejemplo de separacion en esféericas

Problema: Hallar el potencial ¢(r) en todo el espacio. Cascardn esférico
cargado con g (6) K

Estrategia:

* Divido en regiones:
lLr<a
l.r > a
* Para cada region escribo la solucion de
Laplace en esféricas
* En este problema ademas voy a
aprovechar la simetria en @
* Planteo condiciones de contornoy
empalme

Misma metodologia que en cartesianas!



$(,0,p) =3




f
z (Al"” + l+1) Pi(cosf) sir<a
¢(T 6 QD) = < L Simplifico usando

la simetria en ¢
z (Cﬂ” + l+1) P(cosf) sir>a
l

\



Ahora falta imponer condiciones A
de contorno/empalme

rz (Alr + l+1) P,(cosf) sir<a

_ )

e z (Clr T l+1) P(cosf) sir>a
l

\



Ahora falta imponer condiciones A
de contorno/empalme

* |p| <0 sir—0
* |¢p] =0 Sir — o

rz (Alr + l+1) P,(cosf) sir<a

_ )

e z (Clr T l+1) P(cosf) sir>a
l

L



Ahora falta imponer condiciones A
de contorno/empalme

* |p| <o sir—0
* |¢p| =0 Sir — o

« ¢(a”) = p(ah)

rz (Alr + l+1) P,(cosf) sir<a

_ )

e z (Clr T l+1) P(cosf) sir>a
l

L



Ahora falta imponer condiciones
de contorno/empalme

* gl <
]

o sir—0
0 Sir — o

« ¢p(a) =¢(a®)

¢
6r(

d(r,0,¢0) =1

a-) — % (a*) = 470

B,
(Alr + H_l)Pl(COSQ)

D,
(Clr + l+1)Pl(6056)

- -[V]

Notacion

r<« = min{a, r}
r> = max{a,r}

a* = lim r
r—at

sir<a

Sir>a




Condiciones de A
contorno/empalme

[ Notacion

Ve Pl <o sir— 0
. |¢|_>0 SirT — 00 r<=min§a,r}}
_ s = m T
« ¢(a”) = p(a*) o~ lim 7

° % - ) — % +) — ASTE
aT(a ) ar(a ) = 4mo

f
l .
z (Alr + %f) Pi(cosf) sir<a
o, 0,0) =1 D,
l .
z (Clr + rlT) P;(cos@) sir>a
l



Condiciones de i
contorno/empalme

Ve Pl <o sir— 0
Vf/ y |¢| - 0 Sir — o T i min{{a,r}}
+ pla’) = p(a*) o

° % — _% +\ r—a*
ar(a) ar(a)—47w

Notacion

fz (Aﬂ‘l + X-) P;(cosf) sir<a

+1

z %‘ l+1) P,(cosf) sir>a

d(r,0,¢0) =1




Condiciones de
contorno/empalme

W lpl<ewo sir—0 otacion
/e |l >0 sir— o = min{{a,r}}
| B s = maxia,r

‘ qb(a )= ¢(a+) a>i = lim r

P P
or (a ) o (a )—47‘[0‘

¢(r,0,p) =

f
zAlTl Pi(cosf) sir<a
!

D, .
zrl+1 Pi(cost) sir>a
1




Condiciones de
contorno/empalme

|pl <o sir—0
lp| >0 sir — o

¢(a™) = ¢(a™)

° % = _% +) —
aT(a) ar(a ) = 4o

v/
v/
v/

f
A;rt Pi(cosB) sir<a

%

¢(r,0,¢9) = ;

D, .
zm P;(cos@) sir>a
L [

Notacién

r<« = min{a, r}
r> = max{a,r}

a* = lim r
r—at

—Py(cos(8))

T.
=04
l

T'l+1

l Haciendo esto redefini 4;, i.e. no

es el mismo que antes.
(si quisiera ser extremadamente prolijo
deberia haberlo Ilamado por ejemplo Fj )

SR



Condiciones de A
contorno/empalme

e gl <o sir— 0
\//. |¢|_>0 SirT — 00 r<« = min{a, r}

r> = max{a,r}

V// : gbqb(a_) = (Ibagpa-l-) at = lim 7
X ° E(a‘) —E(Gﬂ-) = 4o

Notacién

Falta el salto del campo eléctrico

l
T<
7 Pi(cos(0))
>

B(r.0,0) = ) A
l



d
¢(r,0,9) = zAl T+ P;(cos(0)) ¢( __¢

at) = 4no

Habiamos llegado a esta expresion Y queremos imponer el salto
del campo eléctrico



el salto

=

j Z AEHP.E(”J‘-'(&))] |:z AE P:! ”Jc"(ﬁ)):l =4’FTU'[]CDS(9) Escribo explicitamente
ar

r=at



_ .E ]

1 r
— 1> Agﬁﬂ(m}ﬁ(ﬁ))
- > J

d [ rl |
o _Z,;: Agﬁﬂ(cus(ﬁ))d

l

>

[ 1
a
Z A_g HT P,{ (Ct’)S(H))
[ [

i . .
> Agﬁﬂ(ﬂﬂﬂ(ﬁ))
L [

-

=

r=at

r=at

= 4dmwoqg cos(6)

= Ao cos(6)

Escribo explicitamente
T<YyTs



d | rl | ) d T rl | 7
ar |5 AEa O] =Gy |3 AngfeosOD] | =rmocs(®)
d [ rl ] d T al
E zﬂ: AEWH((L’OS(H)) - - ﬂ Z A{mP{(C(}S(H)) ) = 4';1'(]{] [;05(6)
A-1
Z JAE;TH(E”S(H))] [Z (I + 1)A£ Pz(f’ﬂ‘r(ﬁ)) = 4d7oq cos(h)
E | T=a dr=at



d | rt ] d [ r! |

— 1> Ai—=Pi(cos(8)) - — > Ai—=PFi(cos(8)) = 4dmwoq cos(6)

dr |7 L J [ dr | ] rs dr=at

d | A rt L d| A a PN .

E _ZE: EWH(L{'}&(H))‘ ) — E —; EEPE((ZUIB(H))‘T:HIF = 4'}1’{'}'{] f,{_}b(lg)
-1 4l 7

Z,;: EA;FH(EJUS(H))} _ + [ZE: (I + l)Ang,;(ms(H)) = 4o cos(6)

i_l T=a {Ll{ =il

(l
Zz: EA;WH(EOS(H)) + Zﬂ: (1+1)A “:H:zﬂ(cos(ﬂ)) = 4o cos(0)

S (204 1)A%a(cos(e)) _ Aoy cos(0)
[ &



_ .! ] i | )
% _Zz: AETZ%PE(EOS('?)).T@— - % -ZI: A,{éﬁﬁ(mﬁ(ﬁ))-rw = 4dmwoq cos(6)
i rz AELB(C”S(H){ - (—j Z Aeipg(crk.%(ﬁ)) = Ao cos()
dr [ al*! _ dr |5 pl+l | -
-1 iy
Z,;: EA;FH(CUH(H))} » + [Z (1+ l)AlEPE(C”S(G))_T._FH = 4moq cos(h)
a1

> FA,;—P;((G&(H)) z (f+1)A,; P_g((m(ﬂ)) Ao cos(h)
[

> (20+ 1)A,;—2Pg((:os(9)) = Aoqg cos(f)
I (1
Renombro la variable

Z (2!7, + I)Ag ,Pg( ) 4?"’(}'[}1’ D x = cos(8)



i g ] i} | )
% Z.!: Agéﬁﬂ(mﬁ(ﬂ))-ru_ - % Z.{: Agﬁﬁ(ﬂm(ﬂ))_?m = 4mog cos(0)
i rz AELB(C”S(H){ - (—j Z Aeipg(cf).%(ﬁ)) = Ao cos()
dr |5 al+l | . dr |5 pl+1 |
-1 iy
Z,;: EA;FH(EJUS(H))} - + [Z (1+ l)AgEP,E(e.':ur;as((i»'))dT—r1+ = 4moq cos(h)
a1

> EA,;—P;((G&(H)) z (E+1)A,; P_g(fm(f))) Ao cos(h)
[

> (20+ 1)A,;—2Pg((:os(9)) = Ao cos(6)
5 a

> (20+ I)AE%H(:B) = 4dmogx
E 1

1 1 1
> [ dv Pp(x)(2l+1)A;— Pi(7) = / dr Py(x)dmwogx
-1 a -1

[



i g ] i} | )
% Z.!: Agéﬁﬂ(mﬁ(ﬁ))-rm - % Z{: Agﬁﬁ(ﬂm(ﬁ))_?w = 4mog cos(0)
i rz AELB(C”S(H){ - (—j Z Aeipg(crk.%(ﬁ)) = Ao cos()
dr |5 at+! |, dr|5 ri+l | -
-1 Ny
Z,;: EA;FH(CUH(H))} - + [Z (1+ 1)AIEPE(C”S(6))_T._M = 4moq cos(h)
a1

> FA,;—P;((G&(H)) z (f+1)A,; P_g(fm(f))) Ao cos(h)
[

> 20+ 1)14,; Pg((r)s(ﬁ)) Arogcos(6)
[
Z (ZI + 1)14,{ ,Pg( ) 4?"(}'[}1"
1 1
> [ dr Py(x)(2l + 1)}1;—2}3}(:1:) = f dx Py(x)Arogx
] -1 (1l -1

1 1
> f dr Pp(x)(21 + I)AE%R@(.‘E) = / dr Py(x)dmogPy(x)
~ J- a -1

Reconozco la relacion
de ortogonalidad



i g ] i} | )
% Z.!: Agéﬁﬂ(mﬁ(ﬁ))-rm - % Z{: Agﬁﬁ(ﬂm(ﬁ))_?w = 4mog cos(0)
i rz AELB(C”S(H)) - (—j Z Aeipg(crk.%(ﬁ)) = Ao cos()
dr |5 at+! |, dr|5 ri+l | -

it it -
Z,;: EA;FH(CUH(H))} - + [ZE: (1+ 1)AIEPE(C”S(6))_T._M = 4moq cos(h)

> FA,;:P;((G&(H)) z (f+1)A,; P_g(fm(f))) Ao cos(h)
[

> (2 +1)A; Pg((r)s(ﬁ)) Arogcos(6)
[

> (20+ I)AE%P}(:}:) = 4dmogx
E 1

1 1 1
Z [ dr Py(x)(2l + 1)}1;—2}3}(:1:) = f dx Py(x)Arogx

[ dz Py (a )(2I+1)A;—P}( ) = f dr Py (x)dnog Py () f P;.(a:)Pz(x)dm=ﬁi6H

2 . 7
01 pdmoyg -— Uso la relacién de

2
Z (5,[ gr(ﬂ + 1)14,; - .
20+ 1 2*1 +1 7 ortogonalidad

[



] .! ] i | )
% _Zz: AETZ%PE(EOSW)).T_@— - % -ZI: A,{éﬁﬁ(mﬁ(ﬁ))-ﬁw = 4dmwoq cos(6)
i rz AELB(C”S(H)) - (—j Z Aeipg(crk.%(ﬁ)) = Ao cos()
dr [ at*! _ dr |5 ri+l | -

ri1 it -
Z,;: EA;FH(CUH(H))} » + [ZE: (1+ l)AlEPE(C”S(G))_T._FH = 4moq cos(h)

I 1

> FA,;—P;((G&(H)) z (f+1)A,; P_g((m(ﬂ)) Ao cos(h)
[

> (2+ 1)Ag—2Pg(C{}S(9)) = 4o cos(f)
; a

Y20+ I)AE%H(:I:) = Amogx
; 1

1 1 1
> [ dr Py(x)(2l+1)A— P (x) = [ dx Py (x)drogx
] -1 (1 -1
1 1 1
> [ dr Pp(r)(2l+1)A— P (x) = f de Pp(x)drogPy(x)
-1 a -1

2 1 2

2L+ 1)A;— = O pdmwo
Z.e: 20+1 L ) a2 2141 BOTTO
1 2 > 8y .. ) quiere decir:
2Ar— = 7(51,5!4?“?[} D deja el sumando igual,
a? 3

reemplazando | — I’



i g ] i} | )
% _Zz: Agéﬁﬂ(cmﬁ(ﬂ))-rm - % _Z.c: A,zT‘zﬁj’:’g(f:f‘.m(!‘,’))-Trl+ =Ad7rog cos(h)
i rz AELB(C”S(H)) - (—j Z Aein(Cf).%(ﬁ)) = Ao cos()
dr W (.I.'!Jrl | - dr I T,.{+1 |

T,I—l (]’_.'E
Z,;: EA;FH(EJUS(H))} - + [Z (1 + UA!EPE(C“S(H))_T_M = 4dmog cos(6)

I 1

> EA,;—P;((G&(H)) z (E+1)A,; P_g(fm(f))) Ao cos(h)
[

> (2+ 1)Ag—2Pg(cr)s(H)) = Ao cos(H)
; a

Z (JI—I-l)A,{ H( ) 4?T(I[}I‘
1 1
> [ dr Py(x)(20 + 1)Ag—zﬂ(:;r:) = [ dx Py (x)drogx
~ Ja a -1
1 1 1
> [ dr Pp(r)(2l+1)A— P (x) = f de Pp(x)drogPy(x)
-1 a -1

2 1 2
2L+ 1)A;— = 0 pdmo
; oy 10w 2L DA = 5o durdmo
12

2A,{f F = g(sljgfilﬂ(}'[}

Ay
Ay

3

w2

a-ap

si l'=1

si l"+1



d [ re - ] d | rt N ]
o _Z,z: AgEPg(r_,m(H))-T:a_ = _Z,r,: AEEH({-HS“‘))_T:M = A7 cos(6)
d | A pl N ] d T ) al N N
E hzl!: EWH(LU“’(H)) . o E _Zﬁj EEPE((:{)!"(H))dT_I=(L+ = 4'}1’{'}'[] f,{')b(lg)
-1 y
> ﬁA,{FH(CUﬁ(H))} + [Z (I + l)Ang,;(ms(ﬁ)) = Admog cos(h)
! .l r=(1 dr=at

I 1

ZFA,;—P{;((G&(H)) Z(F+1)Ag Pfg((m(ﬂ)) Ao cos(h)

l

[

Z (25 + 1)Ag H( ) 4?"'(}“[}1”

> (2+ 1)Ag§Pg(cr)s(9)) = 4o cos(f)

1 1
> [ dr Pp(x)(2l + 1)A,§—ZH(.’K) = [ drx Py(x)dnopx
~ Ja a -1
1 1 1
> [ dr Pp(r)(2l+1)A— P (x) = f de Pp(x)drogPy(x)
-1 a -1

2 1 2
O pr(2l+1)A;— = O pdmwo
Zl!: TIERGA ) 15 =57 pourdmoo
1 2

QA,EFP —

— 01 1rdmog

Agf = él.—ﬂ{'l?(}”[} sil’=1

3

Ay =

si l'+1

_ e
6(r,6,¢) = ZAlrylPl(cos(e))

|

¢(r,0,9) =

4mtacoy T,
s 5 Pu(cos()




Clase practica del 16/09 - Esféricas

* Repaso muy rapido de Laplace y separacion de variables en esféricas
* Problemita simple y canodnico

* Problema: G.2 - Ej.9

* Problema: G.2 —Ej.11



Problema 9 de |la guia

9. Calcular el potencial electrostatico en todo punto del espacio para una esfera cuya mitad superior estd
conectada a un potencial V; y la inferior a V5. Sugerencia: puede resolver el problema directamente, o
puede descomponerlo en la suma de otros mas simples que tengan simetria de reflexion bien definida,

es decir, como un suma de algo par mas algo impar; esto simplifica las integrales.
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9. Calcular el potencial electrostatico en todo punto del espacio para una esfera cuya mitad superior estd
conectada a un potencial Vi y la inferior a V5. Sugerencia: puede resolver el problema directamente, o
puede descomponerlo en la suma de otros mas simples que tengan simetria de reflexion bien definida,
es decir, como un suma de algo par mas algo impar; esto simplifica las integrales.

Estrategia:

* Las condiciones de contorno definen dos problemas independientes entre si afuera y adentro de la esfera
e Superposicion.

Y /%( 14+ V) /%(Vl —V3)
R T
N+ Va) N - 1)

Problema a. Problema b.



9. Calcular el potencial electrostatico en todo punto del espacio para una esfera cuya mitad superior esta
conectada a un potencial Vi y la inferior a V5. Sugerencia: puede resolver el problema directamente, o
puede descomponerlo en la suma de otros mas simples que tengan simetria de reflexion bien definida,
es decir, como un suma de algo par mas algo impar; esto simplifica las integrales.

Estrategia:

Las condiciones de contorno definen dos problemas independientes entre si afuera y adentro de la esfera
Superposicion.

Para cada problema escribo la solucion de Laplace en esféricas.

Ademas uso la simetria en .

Planteo las condiciones de contorno adecuadas.

Problema a. Problema b.



Vi + W)

Problema a.

( B,
z(Alr + l+1) P,(cos@) adentro
¢(r,0,9) =1

D,
z(Clr + l_l_l)Pl(COSH) afuera
\




s(V1+ Vo)

Condiciones de contorno /u

|pl <0 sir—0
|| >0 sir — o

$(a) =V + V)
p(a*) =~V + V)

Problema a.

( B,
z(Alr + l+1) P,(cos@) adentro
¢(r,0,9) =1

D,
z(Clr + l_l_l)Pl(COSH) afuera
\



Vi + 1)

Condiciones de contorno

Problema a.

l
#(r,6,0) = ) A7 Pi(cos(8))
1 >



1
b(r,6,9) = ZAl 77 Pi(cos(0)) (@) = pla®) =5V +72)

Habiamos llegado a esta expresion Y queremos imponer la
condicion de borde

1 1
#(@) = D M=P(cos(®) =5 (Vi + 1)
l



; 1
6.0.0)= ) Ar-rs P(cos() pla) = ¢lam) =5+ Vo)
l

Habiamos llegado a esta expresion Y queremos imponer la
condicion de borde

1 1
#(@) = D M=P(cos(®) =5 (Vi + 1)
l

1 1 El lado derecho es cte,
Ay E P, (COS(Q)) = E (Vl + Vz) entonces solo puede haber

contribuciéon del =0



B(r,0,0) = ZAl mPl(cos(e))

Habiamos llegado a esta expresion

1 1
#(@) = D M=P(cos(®) =5 (Vi + 1)
l

1 1
AOEPO(COS(H)) =5 V1 + V)

A 1—1(V + 1)
Oa_Z 1 2

1
¢p(a™) = ¢p(a®) = E(Vl +V3)

Y queremos imponer la
condicién de borde

Py(x) =1



1
b(r,6,9) = ZAl 77 Pi(cos(0)) (@) = pla®) =5V +72)

Habiamos llegado a esta expresion Y queremos imponer la
condicion de borde

1 1
#(@) = D M=P(cos(®) =5 (Vi + 1)
l

1 1
AOEPO(COS(H)) =5 V1 + V)

A 1—1(V + 1)
Oa_Z 1 2

a
Ay = E (Vl + VZ) Yelresto Aj.o =0



1
b(r,6,9) = ZAl 77 Pi(cos(0)) (@) = pla®) =5V +72)

Habiamos llegado a esta expresion Y queremos imponer la
condicion de borde

1 1
#(@) = D M=P(cos(®) =5 (Vi + 1)
l

1 1
AOEPO(COS(H)) =5 V1 + V)

1 1
Aoa ==L +15)

2
a
Ay = E(Vl +V3)
a(Vy +V3)

¢(r,0,9) =1/2

r>



9. Calcular el potencial electrostatico en todo punto del espacio para una esfera cuya mitad superior esta
conectada a un potencial Vi y la inferior a V5. Sugerencia: puede resolver el problema directamente, o
puede descomponerlo en la suma de otros mas simples que tengan simetria de reflexion bien definida,
es decir, como un suma de algo par mas algo impar; esto simplifica las integrales.

Estrategia:

* Las condiciones de contorno definen dos problemas independientes entre si afuera y adentro de la esfera
e Superposicion.
e Para cada problema escribo la solucion de Laplace en esféricas.

* Ademas uso la simetria en . Ahora hay que resolver
.. te (el dificil!
e Planteo las condiciones de contorno adecuadas. este (el dificill)
1iyr r 1ry 7 -
1+ Vi—V,
\%(Vl + 1) \%(Vg — Vi)
Problema a. Problema b.




(Vi — V)

Condiciones de contorno

3(Va =)

Problema b.

l
#(r,6,0) = ) A7 Pi(cos(8))
1 >



(Vi — V)

Condiciones de contorno

(Vo= V1)

Problema b.

l
#(r,6,0) = ) A7 Pi(cos(8))
1 >



1
o(r,0,p) = zAl T P;(cos(0)) $p(a”) =p(a™) = E(Vl —1,) [0(cosB) — O(— cos 6)]

Habiamos llegado a esta expresion Y queremos imponer la
condicion de borde



L 1
Br,0,0) = ) A~ Pi(cos(6)) #(@”) = ¢(a*) = 5V, ~ V) [6(cos 6) — O(~ cos )]
T >

Habiamos llegado a esta expresion Y queremos imponer la
condicion de borde

o(r=a)=3. *'45%})1(:“) -5(ri-12) [0 -6(-0)]
o >



L 1
Br,0,0) = ) A~ Pi(cos(6)) #(@”) = ¢(a*) = 5V, ~ V) [6(cos 6) — O(~ cos )]
T >

1 1

Habiamos llegado a esta expresion Y queremos imponer la
condicion de borde

| 1 |
#(r=a)=3 Ai~Pi(x)- E("l -15) [0(2) - (-]
I i
1 1 1 1 Va a haber que
Zf dr Py(x)Aj—P(x) = T(lf’l = V?g) f dx ng(:.?f)[@(:l‘-) - (—)(—;’E)] «—— arremangarse para
T J-1 a 2 -1

esta integral



1
o(r,0,p) = zAl T P;(cos(8)) $p(a”) =p(a™) = E(Vl —1,) [0(cosB) — O(— cos 6)]

1 1

Habiamos llegado a esta expresion Y queremos imponer la
condicion de borde

o(r=a)= Z A%Pg(’r) = (Ifl - V5 ) [@(:}:)—@(—:}:)]

Z{:[l dr Pp(:}?)AzéPx(ﬂ?) = E V1 - VZZ) [ll dr Pp(:}f)[@(:}:) —~ (—)(_m)]

3 250 1(1’ V’)[flf Pu(e) - [ d P()]
i ! = =\ V7 — Vv axr ) — L .
Uso ortogonalidad —_— g 2 + 1 1,1 0 9 1 2 0 [ ) l




B(r,0,0) = ZAl mPl(cos(e))

I

Habiamos llegado a esta expresion

1

o(r=a)= z AIEPI(T) =

Zf dr Py
>

[

T)AgéP{(T) =

2 A

51
oa+1 Mg

1
¢(a™) = p(a™) = 5 (V1 = 12) [6(cos 6) — ©(= cos §)]

I

Y queremos imponer la
condicién de borde

Vi-Vs [O(T) O(- 1)]

Vi - Vs ] dz Py(a )[0() O(-2)]

)
)
)|
)

L

—

f dr Po(z)— [ dr Po(z)
0 -1 |

1 1 1
f de Py (x)F j dr Py (r)
0 0 ]

Uso la paridad de los P,
(cambio de var. x - —x

y Pi(—x) = (=1D)'P,(x))




1
o(r,0,p) = zAl T P;(cos(8)) $p(a”) =p(a™) = E(Vl —1,) [0(cosB) — O(— cos 6)]

I I

Habiamos llegado a esta expresion Y queremos imponer la
condicion de borde

1 1
o(r=a)= E:-Aigf%(T)_'z(L“"LZ) P)(T) O(- 1)]

1 1

Zf dr Py(x) A1~ Pi(x) = 5(Vi - Vg)] dr Py(2)[0(z) - O(-1)]
a 2

2 A, 1 N ‘

52l = (v, -V f e Po(e) — [ de Po(a

ZEJQJHIH a Q(l 2)_0 d P () ~1 ! I(T)_

o Al 1 N 1 "

_ (v, -V f Ir Pz j dv P (2

W+l a z( 2) o v te(e)F | dv Pr(r)

A 1 Ya tenemos la mitad
—mil =L = (Vl - Tv’g) f{] dr Py(x) sil’ esimpar <«  delos4, ahora
falta esta integral

Ar=0 sil’ es par



d
P(x) = dx (Pl+1(x) — Pl—l(x))

20+ 1

Relacion de
recurrencia util

1 1
jo dx P;(x) = T+ 1 (P11 (x) = P_1 (0)]325



d
P(x) = dx (Pl+1(x) — Pl—l(x))

20+ 1

Relacion de
recurrencia util

1 1
jo dx P;(x) = T+ 1 (P11 (x) = P_1 (0)]325

1
1
jo dx Py(x) = 57— (~Praa(0) + Py (0)) P = 1



Pi(x) =

d
ol + 1E(Pl+1(x) - Pl—l(x))

Relacion de
recurrencia util

1 1
jo dx P;(x) = T+ 1 (P11 (x) = P_1 (0)]325

1
1
jodx P (x) =2l—+1(—Pz+1(0)+Pz—1(0)) P(1) =1
1 -1 (1 —2)! (= 1n
—(—1) 2 — (—N\l/2 27"
[ axeneo = 07 G o = o

Sil es par



1 1
jo dx P;(x) = T+ 1 (P11 (x) = P_1 (0)]325

1
1

jo dx Py(x) = 57— (~Praa(0) + Py (0)) P = 1

. =1 (1 - 2)! (1 — 11
j dxhx) =12 G P0) = 07 =

0 Sil es par

AE”) =0 si l par

(b) _ CL(Zl + 1) -1 (l — 2)” o
A7 = > WV =V,)(—1)2 ar si l impar

Pi(x) =

21 +

d
1 dx (Pl+1(x) - Pl—l(x))

Relacion de
recurrencia util



9. Calcular el potencial electrostatico en todo punto del espacio para una esfera cuya mitad superior esta
conectada a un potencial Vj y la inferior a V5. Sugerencia: puede resolver el problema directamente, o
puede descomponerlo en la suma de otros mas simples que tengan simetria de reflexion bien definida,

es decir, como un suma de algo par mas algo impar; esto simplifica las integrales.




Clase practica del 16/09 - Esféricas

* Repaso muy rapido de Laplace y separacion de variables en esféricas
* Problemita simple y canodnico

* Problema: G.2 - Ej.9

* Problema: G.2 - Ej.11



Problema 11 de la guia

11. (a) Encontrar el potencial de una carga puntual ¢ entre dos cascaras esféricas conductoras, concéntri-
cas y conectadas a tierra, de radios a y b respectivamente.



Carga frente a dos esferas conductoras

b
'=C Parto el dominio en 2 regiones, cortando en r = r'. Alli
luego voy a imponer condiciones de continuidad o de salto
— [ —(l+1 ié
qb(r, ®, Q) — Z(Almr + Blmr ( ))Ylm(Q’ (P) Solucién d,e .Laplace
en esféricas
Im

Hay una solucion de
esta forma para cada
region I, Il



$(r,0,9) =1

/\/\

l Blm . /
A +m Yim(0,0) sia<r<r

l Dlm .
CimT +m Yim(0,0) sir' <r<b

Escribo explicitamente
para cada region



a<r<r

r'<r<b

$(r,0,9) =1

A, i ZmYy g i /

im? +rlJr1 m(@,0) sia<r<r

Im Escribo explicitamente
para cada region

[

l Dlm .
CimT +m Yim@@,9) sir' <r<b

e

El potencial se
anula enr = a por las
condiciones de cont.

El potencial se
anulaenr = b por las
condiciones de cont.




b r l Blm . )/
Z (Almr +m) Yim(0,0) sia<r<r
. Im Escribo explicitamente
¢(r,0,¢) =1 Dy, para cada region
Z (Clmrl + m) Yim(0,0) sir'<r<b
{ Im
B
l lm _
Z (Alma i al+1) ¥im (6, ¢) , q2l+1 El potencial se
m
a<r<r . Bim ¢ = zAlm (7” TS ) Yim(0,9)| anula enr = a por las
Ama + a1 0 Im condiciones de cont.
Bim = _AlmaZl+1
D
l Im —
Z (Clmb * bl+1) ¥im(6,9) = 0 , p2l+1 El potencial se
r'<r<b ™ . Dy ¢ = z Cim (7” - m) Yim(6,9) | anulaenr = b por las
Comb”™ + 57 =0 Im condiciones de cont.

Dy, = —Cpppb?'*!



( q2!*+1

zAlm (rl ~ T )Ylm(0,<p) sia<r<r
_ Im

zClm(rl— rl+1)Ylm(9,<p) sir'<r<b

\Im

Notacion




( q2l+l

E l : ;
l Alm<r _rl+1>Ylm(9"p) sta<r<r
m

, b21+1 L
ZClm L Yim(6,9) sir'<r<b

\Im

d(r,0,¢) = 1

=0 sir—a - -
=0 sir—b _ <l a+><l b+>
I — ! r; 0; - A e — - — Y 9,
gbqb(r ) = q%(qbr +) ¢( (P) ;m im\ < T'<l+1 > T'>l+1 lm( (P)
9P 1=\ _ I+\
X or (T' ) ar (T' ) = 4110

Ya cumplimos las primeras
tres condiciones, falta la ultima

Reescribir de esta forma
asegura la continuidad en r’

A partir de la tltima condicién podremos despejar los coeficientes A;,,
Notacidn

T« = min{r’,r}

rs = max{r’,r}
rt= lim r
r—rrt



Como escribimos la densidad de carga?



Como escribimos la densidad de carga?

T 2T q
Q :r’zJ stinHJ dp————6(0—-0")5(p —¢")
0 0 r'“sin 6@

o(r) =——— 50 —-6")5(p— ")

r’'" sin 0’

Q=q



Como escribimos la densidad de carga?

3 21 q
Q :r’zJ dHSinHJ dp—5———-6(0-6")6(p — ")
0 0 r'“sin 6

o(r) =

660 —0) (9 —¢")

72

r sn@’

Q=q

o(r) = — 5(0—0")6(p—¢") - a(r)— 5= 0(cosB —cosB") 6(p — @)

r'% sin 6’

It the delta function has as argument a function f(x) of the independent
variable z, it can be transformed according to the rule,

®) Hf@) = > o

i

— x;)
df 1fy
d.i"(xi)
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Reemplazando los 4;,,

B@r1) = ) 1 L i | (. S N N R
r,Tr )= e — = ) )
L 1— (a/b)2* 21+ 1\'< P\ T pei m\Y, @ )Iim\U, P



Problema 11 de la guia

11. (a) Encontrar el potencial de una carga puntual ¢ entre dos cascaras esféricas conductoras, concéntri-
cas y conectadas a tierra, de radios a y b respectivamente.

— (b) Hallar la densidad de carga y la carga total inducida sobre cada esfera.

(c) Observar qué sucede cuando se hace tender el radio de la esfera exterior a infinito ;Cudnto valen
las cargas totales inducidas en ese caso?

(d) Resolver el problema en el caso en que los potenciales de las esferas se elevan a V; y V5. (Ver
ultimo problema de la guia 1).

(e) Resolver el problema en el caso en que las esferas estdn aisladas y tienen una carga total (), y (05.
(Ver dltimo problema de la guia 1).



41 21+1 l
¢(1", T’) — 1 L a 1 > * o
Zl’m 1— (a/b)?* 21+ 1\ <~ rltt J\pltl p2i Vim0, 9)Yim (6, ¢)

9] 9]
47w—a—f(r )——¢(r )



o, 1) = E 1 o C (L - Yim (0", ) Yim (6, 9)
) ) )
1= (a/b)?Hr 20+ 1S ot JA\ptt p2it [ ‘

4o = z—(f (r-) — 3—? (r)




: _Z q am
¢(r’r)_lm1—(a/b)2”1 20+ 1\'< ™

a

21+1

1

s

[+1

L%

)G

I+1 p2i+1
s b

)Ylm(gl ©")Y1m (6, )




s

q 41T , q?ltl
(]5(1”,1‘) =;1_(a/b)21+1 Zl+1<r [+1

<

47w—a—¢(r )—a—¢(r )
or

)z
>l+1 b2l+1

1

r=a  Ga=4)— mﬂnm(e,som:n(ecso')(

lml— —

T’l+1

it
B p2l+1

) Yim (0", 9)Yim (6, 9)




41t

, q
o(r,r) = ; 1— (a/b)2l*1 2

* ! ! 11
= —qz 21+1 Ylm(ei ¢)Ylm(0 ’(p )<T' o T',l+1

ml— —

[+1

(4

2l+1 Ylm (9; 90) Yl*m (0,' 90,) (

2l+1

l

: ) ( : "
I+1 I+1  RB2i+1
T< S b

1

r

1l

T'l+

a21+1

1 bzz+1>

)

) Y (6", ) Yim (6, @)




Carga total
Qa=—j as ) —

lml—

1 r'l La carga total es la integral de
21+1 Yim (0, 0)Y;, (6", ¢") TF1 T paiei la densidad sobre la
r

superficie del conductor



Carga total

-1

vl
a I 1 r
Im 1-— E)

1 Puedo pensar que esta el Yy,
1 Sdlo contribuye la multiplicando (que es una constante).
G

a 1
Qa = —q dS—a) Yoo(e; (P)YO*O (9’, QD') (F — E componenete 00 Entonces todos los [, m # 0,0 se

r=a 1— (— anulan por ortogonalidad

b



Carga total
Qe =—q J as ) —

lml— —

B
., 1 T
21+1 Yim (6, 9)Yim (67, 9") (r’”l - b21+1>

a_l * !/ ! 1 1
Qa = _QJ dS—aY00(9: ®)Yo0(8', 9") D
ree 1-(3) "

a-

— qj dsS ' 1 1 1
U="1, —a 1_(2) r' b Yoo = |77

b




Carga total
Qe =—q J as ) —

lml— —

B
., 1 T
21+1 Yim (6, 9)Yim (67, 9") (r’”l - b21+1>

-1
a * !/ ! 1 1
Qa = _QJ dS ——7a~ Y00 (6, 0)Y50 (6", ¢ )(_,_E)
r=a 1-— ( ) r




Carga total
Qe =—q J as ) —

lml— —

a_l * !/ !/ 1 1
Qa = _QJ dS—aY00(9: ®)Yo0(8', 9") D
r=a 1= (3) '

Qp = — (1 — —) Andlogamente

1

it

21+1 Yim (6, 0) Y5 (8", ¢") (

Pt o

b2l+1

|



Carga total
g asy

lml— —

)
Q
Il

b

0,=—-L | as a”’ (1 1)
e B
r=a 1-(3)

a? 1
Qo = _QJ dS—aY00(9: ¢)Y0*0(9’:§0’)( ;
r=a 1-— ( ) r

q a
Qp = = a (1 _ _) Andlogamente

21+1 Yim(6,0)Y5, (6, 9") (r

)

Checkear

Qat+0Qp=—q Sale por Gauss
a ’

Q, = —q— Cuando b — oo '\_/'et,OdO de
r' imagenes



Problema 11 de la guia

11. (a) Encontrar el potencial de una carga puntual ¢ entre dos cascaras esféricas conductoras, concéntri-
cas y conectadas a tierra, de radios a y b respectivamente.

(b) Hallar la densidad de carga y la carga total inducida sobre cada esfera.

(c) Observar qué sucede cuando se hace tender el radio de la esfera exterior a infinito ;Cudnto valen
las cargas totales inducidas en ese caso?

(d) Resolver el problema en el caso en que los potenciales de las esferas se elevan a V; y V5. (Ver
ultimo problema de la guia 1).

—— (e) Resolver el problema en el caso en que las esferas estin aisladas y tienen una carga total 0, y QQ-.
(Ver dltimo problema de la guia 1).



Condicion de carga prefijada

* Notar la libertad de sumarle una constante al potencial



Condicion de carga prefijada

* Notar la libertad de sumarle una constante al potencial

(a
+ +

e Superposicion




Condicion de carga prefijada

* Notar la libertad de sumarle una constante al potencial

(a
Poner conductores a tierra
+ + G no hace falta, y ademas se
induce carga

e Superposicion




Condicion de carga prefijada

* Notar la libertad de sumarle una constante al potencial

. 1 — Qa
: ! De esta forma se suman las
n - n Fargas gue necesito, no se
: : inducen otras y no genero
5 ., campo en los conductores

e Superposicion




Condicion de carga prefijada

* Notar la libertad de sumarle una constante al potencial
e Superposicion

De esta forma se suman las
cargas que necesito, no se
inducen otras y no genero
campo en los conductores

Potencial de un cascardon con
carga total Q:



Condicion de carga prefijada

* Notar la libertad de sumarle una constante al potencial

e Superposicion

De esta forma se suman las
cargas que necesito, no se
inducen otras y no genero
campo en los conductores

Potencial de un cascarén con Q — Q Q — Q
1 2 b
carga total Q: ¢ = ¢O(rr 0, qb) + (a) - + (b)
_ 2 ) LA LA
B s Potencial del

problema a)



Condicion de carga prefijada

* Notar la libertad de sumarle una constante al potencial
e Superposicion

® O

e

De esta forma se suman las
cargas que necesito, no se
inducen otras y no genero
campo en los conductores

DR

(a) (b)
) LA LA
Potencial del

problema a)



