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Balance de energia
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Balance de energia
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@ |dentificar cual es la parte prescripta que esta variando en el tiempo
(a veces son las fuentes, a veces son los campos, etc)
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Tips cuasi-generales: V.- D =dmpg
— 10B

V X E = T ot

V-B=0

@ |dentificar cual es la parte prescripta que esta variando en el tiempo
Vo H - 27,1 L2

(a veces son las fuentes, a veces son los campos, etc)

@ Asumir que todas las cantidades varian como ~e ~'*? (o sea, como la parte prescripta)

@ Usar simetrias!!!

@ Elegir uno de los 2 métodos...



Método ‘‘orden a orden”’

N\Z\'_

E(rt)=E9 (r,t) + EY (r,t) + E? (r,t) + - -
B(r,t)=B"Y (r,t)+ BV (r,t) + B (r,t) + - --



Método ‘‘orden a orden”’

A orden cero:
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Método ‘‘orden a orden”’
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Método ‘‘orden a orden”’
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Método ‘‘orden a orden”’
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Método ‘“‘tirar la corriente de desplazamiento”

V.-D =A4rpy,

VxE=-1(-iw)B

V-B=0
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Una cdscara esférica maciza tiene radio interior a y exterior b, y estd caracterizada por una condue-
tividad &, una constante dieléctrica € y una permeabilidad p. Sobre la cara interior de la cidscara se
ha depositado una densidad superficial de carga uniforme 2. Si at = () se permite que el sistema

evolucione:

{a) Usando argumentos de simetria, ;jcudnto vale B en todo el espacio y para todo #7 [ Qué simetria
tiene el campo eléctrico?

(b) Teniendo en cuenta lo anterior, encontrar la forma que adoptan las ecuaciones de Maxwell dentro
y fuera del conductor.

{c) Encontrar el campo eléctrico, la densidad de corriente y la densidad de carga (superficial v de
volumen) en funcion del tiempo.

(d) Mostrar que se cumple el teorema de Poynting < ( [, d°r u)+ [, d*r J-E = — §, d°r S'n, donde
U= # (E-D+H-B),S = - E x H.. En particular, encontrar la evolucién de la energia de
los campos en funcidn del tiempo y demostrar que la variacion de energiaentre t = 0y f = oo es

igual a la energia disipada por efecto Joule.

t — {u, e, 0}




B es radial: E es radial




B es radial:

Como B es radial, B = 0:

. ’B

Reflexion en el plano L a
B que contiene al origen

B/

E es radial




Adentro del conductor:

r’V°E:4ﬂ-% VE:%T)OL

_ oB _
<VXE——%W B=0 VFE=0
V-B=0 V-B=10
VB = e, e o=ty E




Adentro del conductor:

(V'E:4WPL
_ _10B
V- -B=0

L\VXB:%T,LLJL—I—ﬁa—E

c Ot

(V'E:%PL
VxE=(
V-B=10

kothpJL+%%_?

Nos vamos a enfocar en la ultima ecuacion. Usemos la ley de Ohm:

Ley de Ohm: Jp = o &

— 4mp pe OE
0= c Jr + c Ot

411

= —0oF +

c
= E(r,t)

Por simetria:

pe OFE
coa VT
E(’r‘)exp(
E(r)=E(r)

oF Ao
5= Bk

4o

2



Para sacar E(7), nos fijamos la condicion inicial en t = 0

E (r,t) =7FE (r)exp (—M—Ut) = D(r,it=0)=€eE(r)r

€

A t=0, estan todas las cargas en r=a



Para sacar E(7), nos fijamos la condicion inicial en t = 0

4 A
E (r,t) =7F (r)exp (—gt) = D(r,it=0)=€eE(r)r
A t=0, estan todas las cargas en r=a Def:

Q. (r,t) = la carga libre encerrada
en la esfera de radio 7 a tiempo t

|
# dS - D(r,0) =4nQr (r,0)
S(r)
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Para sacar E(7), nos fijamos la condicion inicial en t = 0

4 A
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Para sacar E(7), nos fijamos la condicion inicial en t = 0

4 A
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A t=0, estan todas las cargas en r=a Def:
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Afuera del conductor:

V- E=0 <+Vacio — E=D
VxE=0 +«<B=0

or =0 «Vacio + B =0



Afuera del conductor:

V. -E=0 <+Vacio — E=D
VXE=0 +B=20
%—‘?:0 +Vacio + B =0

D =D(r,t)r

\
\\ # dS - 7D (r,t) = Arr? D (r,t) = 47Q
S

| Q Q
' — D)=t = D(nt)=E(nt)=—5r
I r2 T
/
/
/ El campo afuera no depende del tiempo.Todo el tiempo ve una carga Q,

distribuida simeétricamente en la zona en donde esta la esfera.




Ahora que ya tenemos todos los campos, podemos ver qué pasa con la energia del sistema:

U L E-D-+ 0: LE . D Solo queda la energia debida al campo eléctrico
8T (no hay energia magnética)

:87r

Afuera (b <T)

Q .

Adentro (a <r < b)

E(rt) = Qge_t/Tf' E (r,t) = 57
€r r
Con: €
Q — T A T — N
D(T, t) = T—ge t/7 5 Ao D (Tjt) — T%,r
o _,/ .
J (r,t) = —3e T Jr (r,t) =0




Los campos afuera no cambian nunca = No hace falta considerarlos para ver la diferencia de energia en el tiempo

Llrint |t,:(]
P

-,

. b
1
= [dQ | dm? | —E-D o
Ul,—o /( fa(w (8?{‘ )t:{}+U t ’
b 2 2 b 2 ~YEM 0
1 Q Q 1 @ [1 1 C
: _ g2 0" - = -z
Uintl;—o = /dQL drr 8T ert 2 L d’er T 2 [a b] S=—F XH’: 0
"4\*"’ 4
J1 - E = energia por unidad de tiempo y unidad de volumen que oTl1 0
: : : Jp - E +—-|—(D-E+B-H NV-5=0
entregan los campos a las cargas y corrientes libres: JL- &+ ot | 8 ( + )| +
8Ufnlec/at N ~ d
400 b oo b 2
f dt[dﬂ.f drr?Jy - E =47r[ dtf dir':r':z%e_zﬂ'r upm /Ot
0 a 0 a cr
) 2 oo b
= 47?0-2Q f dte_zm) (f d?“lg)
€ 0 a T
Ame@Q* T _Qt/,rro 11" U
e 2 o | rl, mec

=4?TO‘Q21 € [1 1}

2 2470 |la b
~

Q1 1
_E{E_E}




Por un conductor cilindrico, macizo, de radio a, p = € = 1 y conductividad o circula una corriente
alterna del tipo I = [;; cos(wt). La distribucién de la corriente dentro del conductor no puede asumirse
conocida, sino que debe encontrarse de manera consistente con las ecuaciones de Maxwell. Bajo la
aproximacién cuasiestacionaria (i.e. despreciar el término de corriente de desplazamiento), calcular:

(1) Los campos E v B en el interior del conductor.

(b) Estudie los casos limites de la distribucion de j(r) cuando é/a = 1y d/a < 1, donde 4 es el
espesor pelicular o “skin depth™.

(c) Encontrar la potencia media disipada y la resistencia efectiva en los casos limites, y, en el caso
del espesor pelicular mucho menor que a, la corriente superficial efectiva.

(d) Calcular numéricamente y graficar la resistencia vs. la frecuencia en el caso general.

{1

I cos wt

=>FE =0 Por simetria no puede depender de (¢, z)

, = E(r)=E(p)2



Método orden a orden

B = B(p) pe ™"
E =FE (p) et

I cos ot

i1



Meéetodo orden a orden a

B=B(p)pe™  v.E®_o v.B® =g
E=E(p)2e™ g g0 _g vxBO=T750_ ‘“TT“E@
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EY = cte = Fy2
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B=B(p)pe™  v.E®_o v.B® =g
E =E(p)ze ™! VxE®_9 VxBO=250_ “TJEug

[

EY = cte = Fy2

Ao 2To R
= 2mpBy (p) = T?TPEED B = —Eope

v-E® =0 E=E(p)3 vep- -,
s ::} R
vxED -1 (—iw) B© 0)2 : dp©
[

2miwo R dF 2miwo
V x BM = == Epg —d—;= —FEop

C

i1

Ei(p) =

N

woEgp




Método orden a orden
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Método orden a orden
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v.BWY g B:B(p)go:>VxB:Ez (pdp(p))
Ao 1 . . 9 9. .
V x BO = —— g 4 = (—jw)EO 1d(pBi(p)) 4mo LW, Amtctiw, o w
c c — p dp - c E1(p) c Eo = c3 Eop ¢ Eo

—

d(pBi(p) = iw dr?a® ,
dp __?En Pt 2 P



Meéetodo orden a orden a

B=B(p)pe™  v.E®_o v.B® =g
E =E(p)ze ™! VxE®_9 VxBO=250_ “TJEug

[

EY — cte = Ey2

Ao 2To R
e ZﬂpBD (p) = T?TPEED B(m = TEDP{F

v.-EY 0 E—E(p): V. E dE |
= 2 = VxE=——
vxED -1 (—iw) BY g dp*
€ ; ; w
v ) Z?TZMD'EDP{;E) _dEy _ ETTEWJEDP — |E1 (p) = ——EWJEDPE
c? dp c? c
- 1.d(pB
v.BWY g B:B(p)go:>VxB:Ez (pdp(p))
Ao 1 . . 9 9. .
V x BO = —— g 4 = (—jw)EO 1d(pBi(p)) 4mo LW, Amtctiw, o w
c c — p dp - c E1(p) c Eo = c3 Eop ¢ Eo
d(pBi(p))  iw Amio? iw p wo? .,
“— dp = —?Eﬂ P+ 2 P — Bl (P) = —?Eﬂ [E + 2 P :|







Método “tirar la corriente de desplazamiento:

pL =10
/ I =1Iycos(wt)z —> [, es dato, pero J no
(V - D = 4mpy 3 — i
_[18B|— "t
V-B=0
\v4 H_4_’JTJ 190D . . .
(VX = —JL T o Lo tiramos. Es muy chico en comparacion a J
u=1=>B=H
V- -E=0 V-B=0

VXxE=“B VxB=%0FE



Dentro del conductor:

VxE=“BYvxVxE=2"vxB
C C 4
w4 T
V(V-E)-VE=""0E = |V’E+ —iwsE =0|
— Cc C C
0

La i reemplazo la derivada temporal.
= E ya no depende de t en esta
ecuacion!




41
En cilindricas la ecuacion ik V2E + —iwocklE =0

62
toma la forma:
[lg (pﬁ> + 4—Wiwc7] E(p)=0
pdp \' dp

2



4
En cilindricas la ecuacion v V?E + —iwocE = 0

62
toma la forma: [1 P ( 3) A

- Y(,< il E(p) =
Py p@p —|-62’LLUO'] (p)=0

Y esta es la ecuacion de Bessel con v =0y k? = ‘é—giwa — {

10

p Op

Bessel:

(

OR

)+ (-



4
En cilindricas la ecuacion ¥ V?E + —iwocE =0

62
toma la forma:
1 0 0 4
- — —1 E =0
[p op (pap> + c? ZMU] ()0) Bessel:

19 ( OR ’
Y esta es la ecuacién de Bessel con v = 0y k? = ‘é—giwa — {—— ( ) + (k2 - V—Q) R = J

pop \"op p
V2Two

— FE(p) = EoJo(kp) con: k=———(141) (No elegimos Ny porque explota en el centro)
c



4
En cilindricas la ecuacion v V?E + —iwocE = 0

62
toma la forma: [1 P ( 3) A

—— | p=— | + —iwo | E =0
AT ] (p)

(32 Bessel:

19 ( OR ’
Y esta es la ecuacién de Bessel con v = 0y k? = Fiwe —— {—— ( ) + (k‘2 - V—Q) R= }

pop \"op p
V2Two

— FE(p) = EoJo(kp) con: k=———(141) (No elegimos Ny porque explota en el centro)
c

Con el rotor de E podemos calcular B:

: 1lpope Z| P pp 2 OE,
“B=VxE=-0, 0, 0./=-19, 0 0 =779
¢ P\E, pE, E.| Pl0 0 E. p



4
En cilindricas la ecuacion ¥ V?E + —iwocE =0

62
toma la forma: [1 P ( 3) A

—— | p=— | + —iwo | E =0
AT ] (p)

(32 Bessel:

10 OR v?
Y esta es la ecuacién de Bessel con v = 0y k? = ‘é—giwa — {—— (pa—p) + (k'2 - —2) R= J

pOp p
V2Two

— kK (p) = FEyJy (kp) con: k =

(1 -+ z) (No elegimos N, porque explota en el centro)

c
Con el rotor de E podemos calcular B:

: 1P PP 2| {|P PP 2 E, c O )
“p_vxeE=1la, o, oa.l=5, 0 0|=-Fp = B(r)=-——"[EJy(kp) ¢
: PlE, pE, E.| Plo 0o E, p iw dp



4
En cilindricas la ecuacion ¥ V?E + —iwocE =0

62
toma la forma: 10 O A
- — |+ —itwo | E =0
[P dp (pap> ] )

2
10 ( R §
Y esta es la ecuacién de Bessel con v = 0y k? = ‘é—giwa — {;8—10 (Pa—p) + (’f2 - ;) R = J

V2Two

Bessel:

(1 -+ z) (No elegimos N, porque explota en el centro)

— kK (p) = FEyJy (kp) con: k =

c
Con el rotor de E podemos calcular B:
| poee x| P e 2| g ¢ 9 A
“B=VxE=-10, 0, 0./=-18, 0 0|=-2Z¢p = B(r)=———-[EoJo(kp)]®
: PlE, pE, E.| Plo 0o E, p iw dp
Algunas propiedades de las ] de Bessel:
d.J, 1 ,
iz (@)= g o1 (@) = o (@) % (2) = —J, (z)
I

veZ = J_,(x)=(-1)"J,(x)



41
En cilindricas la ecuacién VZE + —inJE =0
C

toma la forma: 10 O A
- — — | + —wo | FE =0
[P dp (pé’p> ] (v)

62
] 10 OR 12
Y esta es la ecuacion de Bessel con v =0y k? = ‘é—gzwa —_—> {;8—10 (Pa—p) + (’f2 — E) R = J

V2Two

Bessel:

(1 -+ z) (No elegimos N, porque explota en el centro)

— F (p) = FEyJy (kp) con: k =

c
Con el rotor de E podemos calcular B:
| e ez |p e 2 5 ¢ 9 A
“p_wvxE=1la, 8, o =25, 0 o =_38 b = B(r)=———[EoJo (kp)] ¢
¢ PlE, pE, E.| Pl0 0 E. p wop
Algunas propiedades de las ] de Bessel:
dJ, 1
— (@) = 5 o1 (@) = Jopa (2)] 1J c d &
dr 2 % (-T) == (-'B) = B (p) = —= E{]— [J[] (k{)}] = - E{]kjl (k‘p)
veZ = J_,(z)=(=1)"J, (z) x wdp W

ke X
EoJi (kp) ¢

= B("')=E



Ampereat =0

/ 4

kc 2iw Iy
yp=a ; I ﬁ dl - B Z?Tainng (ka) 0= S, 7y (ka)

=l

( 2awly Jo (k .
E(T,t) — ?‘;‘d 0 'U'( p)e—zwtﬂ
c2ka Jy (ka) Para tener los campos en su
2Ly Jy (kp) i - forma final, hay que tomarles la
{ B(r.t) = ca J; (ka)e ¥ parte real
Re[ i Jo (kﬁ')]
J(r.t)=0E(r,t) 1+iJ; (ka)
N

A

_1—+—i 5 = C

k ) V2two




E =E(p)ze ™!
B =B(p) e

fv v (J, - E) = fv av I e (E°E}

:ffdquF
2 vV

R
— 797RL / dpp [E[?
2 0

2 R
= (E) LRw|J; (ka,)F/ dpp|Jo (kp)|* > 0
0

ac
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