FiSICA TEORICA 1 — 2do Cuatrimestre de 2021
PRACTICA DEL 18/08:
GUIA 1 - TRANSFORMACIONES DE LOS CAMPOS, SIMETRIAS Y LEY DE GAUSS

Objetivos de hoy:

e Abordar E y B desde las ecuaciones de Maxwell: campos con fuentes en divergencia y en rotor.

Repasar (y formalizar) transformaciones de las fuentes y de los campos E y B.

Operar con notacién tensorial de indices (aplicado a las transformaciones).

Aplicar transformaciones de simetria e inferir propiedades del sistema.

Resolver problemas de electrostdtica usando la ley de Gauss.

Ecuaciones de Maxwell (unidades: cgs Gaussiano)

V-D = 4mpy
10B
VxE+-— = 0
X c Ot
V-B =0
10D 4
VxH—--— = —j
X c Ot c Je
Ecuaciones de Maxwell estaticas (en vacio):
V-E = 4dmp
VXE = 0
V-B = 91
VxB = -1j
c

Observaciones:
(1) Quedan desacopladas: un sistema para E y otro para B.

(i1) E tiene fuentes en su divergencia: p, densidad volumétrica de carga (es una densidad escalar). La carga

Q= [di= [ ptr) s

(iii) B tiene fuentes en su rotor: j, densidad de corriente (es una densidad vectorial).

eléctrica total de un sistema es



(Repaso de divergencia y rotor: ver material adicional en la pagina web [link: Operadores diferenciales.])

Teorema de Helmholtz (campos de gradientes y rotores):

r—00

Dado el campo vectorial suave W (r), tal que W(r) —— 0, y con

V-W(r) = D(r) :fuenteen divergencia
V xW(r) = C(r) :fuenteen rotor

se puede descomponer univocamente, como:

W(r)= V() + Ulr) / VxV =0
~—— ~——
irrotaiconal solenoidal
V-U =0
donde ) D)
= — - 3,./ r
Vi) = Vo) /o) = [ 2
’ L c)
_ _ 3./ r
Ur)=VxA(r) / Ar)= g /d r P
Observaciones:

(i) Por consistencia debe ser V - C = 0.

(i1) Las hipétesis generales exigen que las fuentes decaigan a cero como: (D, C) LA | /T€, con € > 2.

(111) Para garantizar la unicidad de una solucién que posee alguna patologia, por ejemplo el compor-
tamiento en infinito (o de sus fuentes), hay que apelar a algin otro método.

(iv) No existe una funcion no trivial con divergencia y rotor nulos y que tienda a cero en infinito (la inica

solucion es la nula).


http://materias.df.uba.ar/ft1a2015c2/files/2015/08/curvilinear_coordinates.pdf

Transformaciones de las fuentes

Las fuentes son la configuracién de cargas p(r) y de corrientes eléctricas j(r) a partir de las cuales se
puede calcular los campos E y B. Una de las estrategias para resolver problemas de electrostitica o de
magnetostdtica involucra la ley de Gauss

7{13(1«) -dS = 47r/p(1‘) &’r,

%B(r)-de:%” j(r) - ds,

que son las versiones integrales de las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas. Las férmulas de arriba son
validas en cualquier circunstancia, pero en general no sirven para calcular los campos en cada punto del

o la ley de Ampere

espacio sino que dan una especie de promedio. Sin embargo, en configuraciones particulares, pueden usarse
eficientemente para calcular los campos punto a punto: Por ejemplo, si E toma el mismo valor en toda una
superficie cerrada, sabemos que la ley de Gauss puede servir para calcular el campo en cualquier punto de la
superficie. Para poder aplicarlas precisamente de esta manera es necesario tener en cuenta consideraciones
de simetria de la configuracion, de tal forma de poder eliminar componentes de los campos, y determinar
su dependencia funcional con las coordenadas espaciales. En el esquema habitual de estos ejercicios se
prescribe la distribucion de fuentes, a partir de las cuales deducimos qué simetrias presenta la configuracion,
y a partir de alli inferimos propiedades de los campos (E y B) para finalmente aplicar la ley de Gauss,
o la ley de Ampere. En este sentido, cuando hablamos de simetrias de una configuracion nos referimos
a transformaciones que dejen invariante las fuentes del problema y, consecuentemente, dejen inalteradas
propiedades fisicas del sistema en estudio.

Antes de profundizar en lo anterior, vamos a repasar algunas de las transformaciones que solemos usar
para resolver los problemas estéticos (también aplican en situaciones dindmicas). Las transformaciones nos
seran utiles para trabajar a lo largo de todo el curso para inferir propiedades de un sistema y, principalmente,
para simplificar la resolucién e interpretacion mediante las simetrias que las configuraciones de cargas y/o
corrientes presenten. Las transformaciones que mas usaremos son:

e Traslaciones
e Rotaciones
e Reflexiones
y en menor medida:
e Cambio de signo

e Cambios de escala



En general usaremos principalmente traslaciones, rotaciones y reflexiones. Vamos a trabajar esencial-
mente con campos vectoriales y con campos escalares, que son objetos bien definidos ante estas transforma-
ciones.

En particular, las fuentes son densidades escalares (en el caso de p) o vectoriales (en el caso de j). A
continuacioén repasamos definiciones de algunas transformaciones y cémo se aplican sobre p y j. En general,
dada una transformacién que llamamos R, tenemos que las fuentes transformadas son:

o (r) = p(R_ll‘) _densidad de carga original evaluada en el punto campo anti-transformado (con la inversa),

Jr ' dividido el Jacobiano de la transformacion

ey

Rj(Rflr) R aplicada sobre la densidad de corriente original evaluada en el punto campo anti-transformado,

o/ o
Jr) = Jr ' dividido el Jacobiano de la transformacion

2)

Cilculo auxiliar para (I) y (2):
Las densidades vienen definidas a partir de una pequefia porcién de carga dg en un volumen infinitesimal dV/,

dq|ay = p(r) d®r.

En el lado derecho escribimos d*r = dV haciendo referencia a las coordenadas del del punto campo r, que
aparecen en el argumento de la densidad p(r). Para la carga infinitesimal transformada podemos escribir,
andlogamente,

dq'|av: = p'(x') d*r',
donde r' = Rr, y el elemento de volumen transforma con el Jacobiano de la transformacién: dr’ =

. . (o e , . .
Jrd?r. Pensamos en transformaciones geométricas que preservan las cargas infinitesimales, esto es: cambian
posiciones y volimenes pero la carga se conserva:

dq — dq/|dV’ = dq|av -

De lo de arriba tenemos que
o (Rr) Jrd®r = p(r) d°r,

despejando y renombrando el punto de de observacidn, se obtiene ().
Haciendo lo mismo para la densidad de corriente a partir de las definiciones andlogas tenemos;
A% dq‘dv = J(I‘) d37’ s

vdd g = 3§ () d*" =i (Rr) Jpd®r.

Considerando que la velocidad v de la porcidn de carga aporta el cardcter vectorial, obtenemos que
v'dq |ayr = Rvdqlqy = Rj(r) d®r.

Despejando de las tdltimas dos, y renombrando el punto de observacion, se obtiene (2).
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Definiciones.

Traslacién: 7'(a). Dado un vector a, las fuentes trasladadas mediante 7'(a) son,
p(r) = p'(r) = p(r — a)

j(r) =) =jr—a)
En el caso de una traslaciéon, Jr = 1. Como las velocidades originales y trasladadas son las mismas
(v/ = dr'/dt = dr/dt = v), para las corrientes tenemos: j'(r) = Tj(T 'r) = j(T 'r) = j(r — a).

Observaciodn: la traslacion rigida sélo afecta las coordenadas (punto de observacion) de las fuentes.

Rotacion: R. Definimos rotaciones alrededor de un eje que pasa por el origen a partir de operadores
(matrices) que transforman vectores r de la siguiente manera

r—1 =Rr
Ejemplo: En coordenadas cartesianas,

rotacién en y entorno al eje z

cosy —siny 0

)

= TTHyy+ 22

<

R=| siny cosy 0 |, r=
1

0 0

0

>

' = Rr = (zcosy —ysiny)z + (ycosy + wsiny)y + 2

[En coordenadas cilindricas: r = pp(p) + 22 =1 =Rr=pple+7v) + 22 ]

Notacién de indices tensoriales (1 = 1, 2, 3),

r=(ry,re,rs): Ty
R: R;; (componentes de la matriz),
= r; = [Rr], = R;;r; (suma de indices repetidos)
propiedades:
e Ortogonal: RR* = R'R = 1 (la traspuesta es la inversa)
[RRY], = Ry[R')y; = RaRy = 0

donde usamos la Delta de Kronecker:
0 sii#j

e Determinante: det R = +1



e Transformacién isométrica (preserva la distancia al origen): |Rr| = |r|

e Jacobiano: Jp = |detR| =1

Cdlculo auxiliar para el Jacobiano:
El elemento de volumen es dV' = |e;;;, dr;dr;dr|, con el simbolo de Levi Civita:
+1 si(i,7,k)es (1,2,3),(2,3,1)0(3,1,2)

€ijk = —1 si(i,j,k)es(3,2,1),(1,3,2)0(2,1,3)
0 deotromodoi=joj=kok =1

Para una rotacion tenemos Ry dr,
! / / /
av’' = |ejn dridr’;  dr), |
€lmn det R
——
= | Eiijillele dT’ldT’den|
— |detR |dV .

Dada una rotacién R, las fuentes trasformadas mediante R son:
p(r) = p(R'r)
j'(r) =Rj(R 'r)

Observacidn: La rotacién es rigida para las densidades de carga p. Para j, ademds de afectar el argumento, la
rotacion trasforma las componentes vectoriales de las corrientes.

Reflexion: R. Definimos reflexiones ante un plano en el espacio como las transformaciones sobre
vectores que a un punto arbitrario r lo llevan al punto simétrico respecto al plano.

r -1 =Rr

Ejemplo: En coordenadas cartesianas,
reflexion ante el plano z = 0

10 0 r = (z,y,2) =zt +yj+ 22
R=[01 o0 ,
0 0 —1 r = Rr =T+ Yy — 2%

propiedades:

e Ortogonal: RR* = R*R = RR = 1 (la traspuesta es la inversa y ella misma).
e Determinante: det R = —1 (no estan conectadas mediante la identidad)

e Jacobiano: Jg = |detR| =1

e Transformacién isométrica (preserva la distancia al origen): |Rr| = |r

Las fuentes reflejadas mediante R son:

J(r) = p(R"r)
j(r) = Rj(R )



Transformaciones de los campos E y B

Acabamos de ver como se relacionan las fuentes transformadas con las fuentes originales. Buscamos ahora
la relacion entre los campos E’ y B’ (con fuentes transformadas) y los campos originales E y B (con fuentes
sin transformar). Por un lado, los campos son magnitudes fisicas que aparecen en las ecuaciones de Maxwell
detras de operadores diferenciales y, por otro lado, también los encontramos en la fuerza de Lorentz

F:q<E+X><B)
C

que siente una particula de prueba con carga q y velocidad v. Podemos buscar como transforman los campos
E y B desde las ecuaciones de Maxwell (en su formulacién diferencial o en su formulacién integral), y/o
desde la fuerza de Lorentz.

En lo que sigue vamos a chequear que ambas métodos son compatibles yendo por un camino o por el otro,
a modo de ganar intuicidn fisica y matemdtica sobre los campos E y B. En resumen las estrategias serdn:

1. Aplicar las ecuaciones de Maxwell en la configuracion original y en la configuracién transformada,
usar la relacion entre las nuevas fuentes (transformadas) y las originales, y luego obtener cémo son los
campos transformados, E'(E) y B/(B), en funcién de los campos originales.

2. Inferir cémo deben transformar los campos a partir de las propiedades fisicas y geométricas que
se pueden leer en la forma en que éstos participan en la fuerza de Lorentz. Luego verificar que
las transformaciones encontradas son compatibles con las ecuaciones de Maxwell para los campos
transformados y sin transformar.



Transformaciones del campo electrostatico E

. | V-E = dmp
Configuracion original de la fuente y el campo: [ VxE = 0
., | V-E = 4dxnp
Configuracién transformada de la fuente y el campo: { VxE — 0

Traslaciones de E. Apliquemos el primer método para encontrar cémo se trasladan los campos eléctricos.

En el sistema que ha sido transformado mediante una traslacion de las fuentes tenemos, de la ecuacion de la
divergencia;

[V-E](r) =4r'(r) = 47p(r — a) 3)

Reservamos el uso de los paréntesis para hacer explicito en donde esta evaluada la expresion (funcién u
operacion). Por otra parte, en la configuracidn original, tenemos

cambio punto campo

[V - E] (r) = 4mp(r) [V -E](r —a) = 47p(r — a) )

Las expresiones de arriba tienen el mismo lado derecho de la igualdad, pero del lado izquierdo se encuentran
evaluadas en diferentes puntos. Para continuar, veamos el siguiente calculo auxiliar.

Célculo auxiliar (I): ‘Derivada’ de un campo vectorial E compuesto con v. Escribimos la composicion:
(Eov)(r) =E(v).
- Caso del operador gradiente en cartesianas: en general, la regla de la cadena e

0 I[E(V)]; Oug
E = V) PR
or; [E(v)]; Ov,,  Or;
donde asumimos la suma desde 1 hasta 3 de los indices que aparecen repetidos. Ademads, vamos a definir de
manera compacta: 0; = 5 entonces
0
O[E(v)]; = a—vk[E(V)b Oror = [OpL5](V) Oyui
- Caso de la divergencia de la composicion
[V-E(v)] = 9;[E(v)]; = [0;E](v) div; o)

Volviendo a la traslacién, tenemos que: v = v(r) = r — a, entonces J;v; = ¢;; y, de H
[V-E(r—a)]=[0;FE](r—a)=[V -E](r—a).
Usando esto ultimo en (3) y en () se obtiene,
[V-E'(r)] = [V-E(r—a)] = V-[E(r)-E(r—a)]=0,

E'(r) y E(r — a) satisfacen la misma ecuacién para su divergencia, y ademds, operando andlogamente a
para la ecuacion del rotor obtenemo{]

[VxE(r) = [VxE(r—a)]=0 = Vx[E(r)—E(r—a)]=0.

*Link sobre indices y derivadas: foto, video.
fVemos que se puede sumar una constante a la variable antes o después de operar linealmente con las derivadas, ya sea una
operacion (V-), o la otra (V x).


http://materias.df.uba.ar/ft1a2020c2/files/2020/09/FT1_practica02_indices_y_derivadasfoto.png
https://drive.google.com/file/d/1_JzXAi0qkNvXhhXa2Uo1r_PSjnhJijVX/view

Hemos demostrado, mediante la aplicacién de las ecuaciones de Maxwell, que E'(r) y E(r — a) satis-
facen las mismas ecuaciones para su rotor y su divergencia. Dicho de otra manera, para encuadrarlo en el
teorema de Helmholtz, definiendo W(r) = E/(r) — E(r — a), y pidiendo las condiciones de decaimineto
para el campo en el infinito que nos garanticen unicidad, tenemos que W (r) = 0, esto es

E'(r) = E(r —a)

El campo eléctrico se traslada rigidamente con las fuentes. Este resultado nos resulta familiar tanto de Fisica
3 como de experimentos habituales. Nos suena natural porque sabemos que F = ¢E en electrostatica,
y porque asumimos que el espacio es homogéneo; si trasladamos el sistema eléctrico, esperamos que
el experimento trasladado (donde se manifiestan las interacciones con fuerzas eléctricas) tenga el mismo
resultado que el original. Acabamos de demostrar, y de formular con argumentos fisicos razonables, que las
ecuaciones electrostdticas respetan la homogeneidad del espacio. Todo esto lo pudimos haber dicho desde
un principio si asumiamos, o recorddbamos, que el campo eléctrico es un vector (pues la fuerza sobre g es un
vector: F = ¢E, y la carga puntual es invariante ante una traslacién). Los vectores tienen transformaciones
bien definidas, entre ellas las traslaciones. Los vectores se trasladan rigidamente como en la ecuacién de
arriba, igual a lo que ya habiamos definido para el vector densidad de corriente.

Rotaciones de E. Podemos pensar andlogamente a lo que comentamos arriba, y usar el postulado de la
isotropia del espacio, esto es: la rotacion de las fuentes en el espacio cambia del mismo modo los resultados
del experimento. Precisamente, la fuerza que es un vector debe transformar como tal: F/(r) = RF(R'r).
En términos del campo eléctrico, esperamos que

E'(r) = RE(R 'r) (6)

Aplicamos entonces la segunda estrategia de las mencionados al principio de esta seccion. Utilizamos el
siguiente argumento: Si las ecuaciones de Maxwell son is6tropas deben ser satisfechas por el campo E’
(rotado) y las fuentes p’ (rotadas). Finalmente, argumentando unicidad, concluiremos que los campos rotados
son la zinica solucion a las ecuaciones de Maxwell del sistema rotado.

Para corroborar que las ecuaciones respetan la isotropia del espacio, veamos que el campo rotado es
compatible y satisface las ecuaciones de Maxwell electrostéticas:

V-E(r) = 4mp(r) — [V-E][(R'r)=47p(R'r)
VxE([r) = 0

V- E'(r) 4rp'(r) = 4dnp(R™'r)
V xE(r) = 0

Configuracién original: [

Configuracion transformada: [

Miramos primero la ecuacién de la divergencia. Después de cambiar el punto de observacién en el sistema
original, tenemos que el lado derecho es el mismo en ambos sistemas, por lo tanto, hay que chequear la
igualdad del lado izquierdo. El campo eléctrico es un vector y ante rotaciones debe ser E'(r) = RE(R™'r),
entonces lo que queremos ver es que:

E'(r)

——~—
[V-RE(R 'r)] =[V-E|(R'r) (7)
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Calculo auxiliar (IT):

V-RER'r) = §[RER 1)),

= [9;RELJ(R'r)  O[R7'r);
———r
R;10;E}, R]fkl Oy = R;kl Sik

= R;'Ry[0;E](R'r)
= [0;E;](R™'r)

= [V-E[® )

Esto es, la rotacién como un vector del campo E satisface la ecuacién de la divergencia para la configuracion
transformada.

Veamos qué pasa con la ecuacién del rotor. Recordemos que con el simbolo de Levi Civita se pueden
escribir las siguientes operaciones en notacioén de indices:

producto vectorial: a x b =c — ¢, = €;,a:b;

rotor: Vx A=C —  Cf = €1, 0,A,

Las ecuaciones electrostiticas de ambos sistemas, tienen los rotores igualados a cero. Si el campo rotado es
E'(r) = RE(R'r), entonces queremos ver que:

[V x RE(R'r)] = 0

(. J

=VxE/(r)

Calculo auxiliar (III):

[VxRER 'r);, = €;0RER 'r)];

~ ¢ [0.REJR 1) O[R 1,

———
Rji10m Ey R 0irn = Ry i
Rim
—1 -1
= €ijk R Rj [OmEl](Rr)
~—
Rin Rhn €ijh

= Rpn €ijn RimRji By [0 )] (R ')
—_————

Emin detr

= detR Rkn Emin [amEl](R_lr)

— detR[R[V x EJ(R"'1)], = 0
T
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Acabamos de ver que la rotacién aplicada al campo vectorial E, como en @, satisface las ecuaciones
de Maxwell electrostaticas de la configuracion rotada. Bajo las hipdtesis que garantizan unicidad, E’ es
la solucién en el sistema rotado. Como corolario, estamos corroborando que las ecuaciones de Maxwell
electrostdticas respetan la isotropia del espacio.

Observaciones:

(i) la divergencia del campo vectorial rotado E'(r) = RE(R™'r) se comporta como un campo escalar, es
decir, la operacién V - E es un producto escalar entre vectores.

(i1) el calculo auxiliar (III) muestra como transforma ante una rotacién el rotor de cualquiera campo que
transforme como en (6)) ante rotaciones. La tnica propiedad que usamos es que la inversa de R es su
transpuesta.

Reflexiones de E. La fuerza F(r) = ¢E(r) implica que ante una reflexién R de las fuentes, E debe
transformar como un vector, es decir
E'(r) = RE(R 'r).

Podemos demostrar que el campo reflejado satisface las ecuaciones de Maxwell electrostéticas para las
fuentes reflejadas de la misma manera (siguiendo exactamente los mismos pasos) que hicimos anteriormente
en el caso de las rotaciones, ;por qué?. De este modo, vemos que las leyes de la electrostdtica son invariantes
frente a transformaciones de paridad.

Transformaciones del campo magnetostatico B

Queremos ver como transforma el campo B ante traslaciones, rotaciones y reflexiones y corroborar que las
ecuaciones de Maxwell estaticas son consistentes con las leyes de transformacion, respetando homogeneidad,
isotropia y paridad, tal como hicimos para el campo E.

Traslaciones de B. Ante una traslacion de las fuentes, la homogeneidad del espacio implica que las
fuerzas deben trasladarse rigidamente. La fuerza magnéticaes F = £ v x B, por lo que

F’(r):F(r—a):%va(r—a).

Considerando que la velocidad de la particula trasladada es v/’ = Tv = v (y que su carga también es
invariante ante una traslacion), tenemos que
F(r) = Lv x B'(r),
c

y en términos del campo B, obtenemos
B'(r) =B(r —a).

Realizando las mismas operaciones que hicimos para las traslaciones de E, podemos demostrar que el campo
B’ satisface las ecuaciones de Maxwell para las fuentes transformadas:

V-B(r) = 0

VxB() = i) = T -a)
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Rotaciones de B. Ante una rotacion de las fuentes, la isotropia del espacio implica que las fuerzas deben
rotarse vectorialmente: F/ = RF(R™'r). En términos del campo magnético, tenemos

v/ x B'(r) = R[v x B[R 'r)]

donde v’ = Ryv. Para concluir, usamos;
Calculo auxiliar (IV): operando andlogamente al cédlculo auxiliar (III) se puede demostrar que,

R[A x B] = detR [RA] x [RB]

con lo que tenemos,
R[v x B(R 'r)] = detR Rv x [RB](R'r)].

Reemplazando v/ = Rv, y usando que el vector velocidad es arbitrario, obtenemos
B'(r) = detR RB(R'r).

Esto indica que el campo de las fuentes rotadas es la rotacion del campo de las fuentes originales, evaluado
en el punto antitransformado y multiplicado por el determinante de la transformacién. Como detR = 1 para
rotaciones, obtuvimos que B rota igual que un vector. Queda como ejercicio demostrar que este campo B’
satisface las ecuaciones de Maxwell para las fuentes transformadas,

V-B'(r) = 0
VxB(r) = 4%Tj’(r).

Consecuentemente, las ecuaciones magnetostaticas respetan la isotropia del espacio.

Reflexiones de B. Ante una reflexion de las fuentes, la paridad del espacio implica que las fuerzas deben
reflejarse. La reflexion de B se obtiene andlogamente al caso de la rotacion. Como el determinante de la
matriz de una reflexién es menos 1, para una reflexién del campo magnético obtenemos

B'(r) = detR RB(R'r) = - RB(R'r).

Debido al cambio de signo global, ante una reflexion del objeto geométrico B, al campo magnético se lo
denomina pseudovector.
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Transformaciones de simetria

Una transformacidén de simetria es aquella que deja invariante las fuentes. Si las fuentes originales y las trans-
formadas son indistinguibles, esperamos que los experimentos (ante iguales condiciones iniciales) también
lo sean. En términos de las leyes del electromagnetismo, esto implica que

FF=F =— E=E, B'=B
donde la igualdad de cada campo se desprende de como aparecen involucrados en la fuerza de Lorentz.
Haciendo uso de las leyes de transformacion que hemos deducido vemos que ante una transformacién de
simetria se fijan condiciones sobre los campos, E'(E) = E y B/(B) = B, a partir de las cuales podemos
inferir propiedades como la dependencia funcional con las coordenadas y/o las direcciones en el espacio. A
continuacion planteamos éstas condiciones explicitamente.

Simetria de traslacion: (vale lo mismo para E que para B)

traslja\ci(’)n
E(r)=E(r)=E(r —a)
——

simetria

Ejemplo: invariancia ante traslaciones continuas segun el eje z. Como es continua, el vector que la representa
puede ser infinitesimal, a = 0%, y entonces

Taylor

E(r—46z)—E(r)=0 —— Zz-VE(r)=0 < E(r) = E(z,y)

Simetria de rotacion: (vale lo mismo para E que para B)

rot%gi(’)n
E(r) = E'(r) = RE(R 'r)
——
simetria

Ejemplo: invariancia ante rotaciones continuas segin el eje z. En coordenadas cilindricas (p, ¢, z), una
rotaciéon R = R(z, ), en un dngulo ~, transforma: (p, ¢, z) — (p,p + v, z). Por ejemplo, para el campo
eléctrico . .

E(r) = E,(p. ¢, 2)p(0) + Eu(p, 9, 2)p(0) + Ex(p, ¢, 2)2,
obtenemos un campo rotado dado por

E'(r) =RER™'r) = R[E,(p,0—7,2)ple =) + Eo(p, 0 —7,2) plp =) + Ex(p, 0 — 7, 2) £

La simetria de rotacién ante R(z,), con dngulo v arbitrario, nos garantiza que E'(r) = E(r). Como

/

arriba obtuvimos el campo transformado escrito con los mismos versores que en la expresion original,
podemos igualar componente a componente para ver que las componentes del campo son independientes
de la coordenada angular ¢:

E(r) = E,(p,2)p(¢) + Ey(p, 2)p(0) + Ex(p, 2)%.

En particular, sobre el eje de rotacién vale: RE(r) = E(r) = E(r = 22) = E,(2)Z.
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Simetria de reflexion:

reﬂg(ién
E(r) = E'(r) = RE(R 'r)
——
simetria
reﬂe}ién
B(r) = B'(r) = —RB(R r)
——
simetria

Ejemplo: invariancia ante reflexion respecto de el plano z = 0.

E(r) = Ey(p, 0, 2)p(0) + Ey(p, ¢, 2)p(@) + E.(p, 0, 2)2,

transformando el campo original obtenemos un campo reflejado dado por

E'(r)=RER™r) = R[E,(p,0,~2)p(¢) + Eplp, 0, —2) ¢(p) + Ea(p, , —2) 7]

= Bplp, ¢, —2) Ro(p) +EL(p, 0. —2) RO(9) +EL(p. . —2) RZ .
SN—— ~—— .

) () -

La simetria de reflexién establece que E'(r) = E(r). Podemos igualar término a término para ver que las
componentes del campo satisfacen la siguiente condicion:

Ep(pv(prz) :Ep<p7 L)‘Qviz)v E@(Pﬂ;@z) :Ecp(p* 2 72:)7 Ez(P/SO/ Z) - *Ez(P/ @/72)

En particular, sobre el plano de simetria: RE(r) = E(r) = E. = 0: el campo eléctrico no tiene componente
perpendicular sobre el plano de simetria (a lo sumo, serd paralelo).

La reflexion del campo magnético difiere en un signo global respecto a la del eléctrico: B(r) = —RB(R'r).
Ante la simetria de reflexion respecto de el plano z = 0, el campo B escrito en cilindricas tiene

B,(p,,2) = —=By(p, 0, —2), By(p,¢,2) = =By(p,¢,—2), B.(p,¢,2) = B.(p,¢,—2),

En particular, sobre el plano de simetria: —RB(r) = B(r) = B, = 0 = B, el campo magnético no tiene
componente paralela al plano de simetria (a lo sumo es perpendicular).
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