FiSICA TEORICA 1 — 2do. Cuatrimestre de 2022

GUIA 2 - SEPARACION DE VARIABLES EN COORDENADAS CILINDRICAS:

Breve introduccion/ repaso de la tedrica
Al aplicar separacion de variables para un potencial electrostitico que satisface la ecuaciéon de Laplace
V2o =0
en coordenadas cilindricas (p, ¢, ), se obtiene una solucién de la forma
©(p, . 2) ~ Q) Z(2)R(p)
donde

Q"'(p) = —BQp)
Z"z) = XNZ(z2)

R'(p)+ R'(p)/p = (8/p*=X)R(p)

Las posibles soluciones para cada funcién aparecen resumidas en la siguiente tabla:
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Funciones de Bessel de primera especie J, () y de segunda especie N, (z), parav =0, 1, 2.
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Funciones de Bessel modificadas [,,(x) y K, (z), parav = 0, 1, 2.

Coordenadas, bases y etiquetas:

Para la solucién mas general siempre vamos a usar base sobre la direccion angular ¢ € [0, 27); la base
trigonométrica {e*"#} con v € Ny, dadas por la condicién de periodicidad[]

e Caso A = k% > 0: Base en direccién radial con condiciones de contorno triviales. Para cada v, las
funciones {.J,(kp), N, (kp)} son independientes y forman base en:
un intervalo finito  p € [0;a] con k =k, = xun/a
un intervalo infinito p € [0;00) con k € [0;00)
donde {X,n }nen son las infinitas raices de la funcién de Bessel J, (). Para las funciones Z(z) quedan
exponenciales reales (o senos y cosenos hiperbdlicos). Explicitamente, el potencial se escribe:

0o Z I (kunp) [flme_k”"z + Bynek””z] si p € [0;4]
O(p,p,2) = Y g n=t
v=—o0 / dkJ, (kp) [fly(k;) e 1+ B, (k) e’“} sip € [0; 00)
0

0, escrito con base y coeficientes reales;

o0 [e.9]

PO0<p<a,pz) = [A, sin(vy) + B, cos(vy)] Z Iy (kynp) [Cone "% + D, €]

v=0 n=1

P0<p<oo,p,2)= Z [A, sin(vy) + B, cos(ry)] /000 dk J,(kp) [C,(k)e ™™ + D, (k)e*] .

+ikz

e Caso A = —k? < 0: Base en direccion z. Se usan trigonométricas {e****} para formar base en:

un intervalo finitoen z con k£ = k,, discretos
un intervalo infinito en z con k € [0;00) continuo

Para la parte radial R(p) quedan las funciones de Bessel modificadas {1, (kp), K, (kp)}. Explicita-
mente, el potencial se escribe:

oo

N Z piknz [AynLj(U{?n!p) + BVHKV(|kn]p)] : z en intervalo finito
Opp,2) = Y "o =
y=—00 / dl e+ [fly(k;) L(|k|p) + By(k)[{y(|k|p)} : z en intervalo infinito

*La base en direccion @ cambia en un recinto con un déficit de dngulo.
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0, escrito con base y coeficientes reales, podemos elegir:

zen intervalo finito

~

D(p,p, 2 Z [A, sin(vy) + B, cos(vy) Zsm — 2)|{Cunly(knp) + Dun K, (knp) }
v=0

n=1

z en intervalo infinito

O(p,,2) = Y [Aysin(ve) + B, cos(vy)] /OOO dk cos [k(C(F) — 2)] {C, (k)L (kp) + Dy, (k) K, (kp)}

e Caso A = 0: s6lo base en direccion ¢, queda Z(z) = A + Bz, y en direccién radial el conjunto de
soluciones es {In(p), p*}. Esto podria utilizarse en un problema con simetria de traslacién en z; Por
ejemplo, sabemos que el potencial de un alambre infinito con densidad lineal uniforme es & ~ In(p/ro).

Ortogonalidad de las funciones de Bessel J,

CL2

/0 dpp I (Xuwp/a)ly(Tnp/a) = D) [J|V\+1(xl’n)}25”"'

/OOO dpp J,(kp)J, (K p) = M

Propiedades:

v 2 vw T
Jo(0) =1, J,2(0)=0, z<1: JV(JE)Nﬁ(%) T3> U2 Jy(m)%\/%cos(r—?—z)

N,(x — 0) = o0 veN: J_(z)=(-1)"],(z), [a"d,_i(x) = 2" J,(x)
Férmulas de recurrencia: 2
Qy1(2) + Qpia (@) = — 0 (2)
ds,

Q,/_l(l‘) — QV_H(ZL‘) =2

Donde 2, representa a cualquiera de las funciones J,,, N, HY = =J,+iN,y oY =J, —iN,.

Para las modificadas:

Iy(0) =1, I,-0(0) =0, I,(z > 00) 00 K,(xr—0)— 00, K,(t —00)=0
I, = L/7 L,(—IE) = (_1)V[V($) K, =K,
Wronskiano: WK, I](z) = K, (2)I(z) — K (z)],(z) = 1

Sobre la delta de Dirac §(p — o) en cilindricas, notar que si p’ = 0, vale:

/06>0 dpd(p) =



