Fisica teorica 1, segundo cuatrimestre 2022.
Departamento de Fisica, FCEyN, Universidad de Buenos Aires.

Cuasi-estacionario

Repaso

Consideremos una corriente que varia en el tiempo
j(r,t) = j(r)e

y circula por un conductor cilindrico con algiun tamano caracteristico a (radio). Dado el

numero de onda y la frecuencia del campo electromagnético

w 27
k:—:—
c A

lo que se pide es que el tamano caracteristico sea chico comparado con la longitud de onda
del campo electromagnético
A>a

esto es la aproximacion cuasi-estacionaria. De modo que cerca de la distribucién se puede
considerar que la variacion caracteristica del campo es muy chica, esto queda mas claro si se
reescribe la aproximacién de la forma
w K ¢
a

donde £ = 7 es el tiempo que tarda una senal en ir desde un extremo a otro del conductor.
Entonces lo que se pide es que la variacion del campo sea lento comparado con esta cantidad.
Como es un conductor podemos hacer uso de la ley de Ohm j = ¢E. Sin aproximacion

cuasi-estacionaria las ecuaciones de Maxwell son

V-E=4rp=0 (En conductor) V-B=0 (1)
10B 47, 10E
4—70E

asumamos que si tengo una fuente que varia en el tiempo como e™* entonces los campos van

a tener esa misma dependencia.
E(r,t) = E(r)e™! B(r,t) = B(r)e™".

Al resolver se plantean exponenciales complejas y las amplitudes al final en general van a

quedar complejas, al final entonces se debe tomar la parte real.

Pagina 1



Fisica teorica 1, segundo cuatrimestre 2022.
Departamento de Fisica, FCEyN, Universidad de Buenos Aires.

Escribo nuevamente las ecuaciones con las formas de los campos propuestas, simplificando
las partes temporales. La segunda parte de la aproximacion cuasiestacionaria en conducto-
res es considerar o > w. Entonces, el tltimo termino (x w) asociado a la corriente de

desplazamiento, en la ecuacion del rotor de B, se desprecia frente al primero (x o).

V-E(r)=0 V-B(r)=0 (3)
1w Ao 1
V x E(r) = —?B(r) V xB(r) = TE(I‘) + ” r) (4)
Considerar o > w no es algo que solo se aplica a la aproximacién cuasi-estacionaria es una
aproximacion que se aplica para buenos conductores en general y las frecuencias que se usan

en la industria
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Figura 1: La linea roja es la frecuencia de la corriente alterna domiciliaria de Argentina.

Por 1ltimo un comentario mas sobre esta aproximacion, dado que en clase preguntaron
,.como puede comparar ¢ y w ? si las unidades no son las mismas. Aunque la voz de Juan nos
haya tranquilizado al decirnos que “o tiene unidades de %”, vale la pena revisar la conversion

[ ] 1 1
a, = g = -
oGS 4meg ST s

a la que llegamos teniendo en cuenta las unidades de las cantidades involucradas [o] = Lm =
s 2
B ¥ o] = $°C%/ (kg m?).

Problema 6

Por un conductor cilindrico, macizo, de radio a, p = € = 1 y conductividad o circula

una corriente alterna del tipo I = Iycos(wt). La distribucion de la corriente dentro del
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conductor no puede asumirse conocida, sino que debe encontrarse de manera consistente con
las ecuaciones de Mazwell. Bajo la aproximacion cuasiestacionaria (i.e. despreciar el

término de corriente de desplazamiento), calcular:
a) Los campos E y B en el interior del conductor.

b) FEstudie los casos limites de la distribucion de j(r) cuando 6/a > 1 yd/a < 1, donde

0 es el espesor pelicular o “skin depth’.

¢) Encontrar la potencia media disipada y la resistencia efectiva en los casos limites, v,

en el caso del espesor pelicular mucho menor que a, la corriente superficial efectiva.

d) * Calcular numéricamente y graficar la resistencia vs. la frecuencia en el caso general.

I coswt

Referencia: Landau y Lifshitz, Electrodynamics of continuous media, §60 [The skin effect] en la versién en inglés; §46,

[Efecto pelicular] en la edicion espaiiola de ed. Reverté.

Resolucién

a) Para empezar tomo el rotor de esta ecuacién
Vx(VxE:—EB> (5)
c
uso la identidad V x (V x E) = —V2E y esto lo aplico a la ecuacién

VE="V xB (6)
c S~——

P o)
c

la ecuacién que se obtiene se denomina de difusion

VE-KE=0 (7)
donde se definié
2 4mrow
f— 62 .
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Y hasta aca solo use que el sistema es un conductor y que no hay distribuciones de
carga. Ahora, voy a aclarar que mi sistema es un cilindro infinito usando coordenadas

cilindricas, donde el eje z va a pasar por el eje longitudinal del cilindro.
.Se puede decir algo de la dependencia del campo eléctrico y de su direccién?
= Los campos solo pueden depender de p, por simetria de rotacion ¢ y traslacion
en z.

= Como V - E = 0 no puede haber componente en p, el campo debe ser regular en

el origen.
= Por simetria de reflexion o V x E = 0 no hay componente en direccién ¢.
= Como E o J entonces, como no hay cargas el campo eléctrico apunta en z.
entonces campo eléctrico por estas simetrias apunta en z y depende de la coordenada
radial E(r,t) = E(p)e™'z.

La parte radial del laplaciano en cilindricas es

V’E =

18(6’E> 82E+18E
= —_—— p— = —_— R
pOp \" dp dp  pdp
la ecuacion es una de Bessel de orden cero
O’E 10F
—— +-—+kE=0 9
dp  pdp ©)

La solucién es E = AJy(kp), donde para encontrar el valor de A usamos que

2T a 2 a
1b=/mdw/1Wmﬁ=/ d¢/tMP0E=
0 0 0 0

2m a a (10)
:/ dgp/ dp p cAdy(kp) = 27TUAEJ1(]€(I)
0 0
entonces obtengo A = %%, entonces el campo eléctrico es
Ik Jo(kp) .
E= 11
2noa Jl(ka)z (11)

Para el campo magnético B podemos usar, los mismos argumentos y derivar su ex-
presion en forma analoga. También podemos usar la ecuacién de Maxwell del rotor de
E .

VXE:—%B
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de modo que el rotor de [L1] es
V x B = —0,E(p)¢ = Ae“ k], (kp)p = —%“’B
_ic Iokr Ji(kp)

~ w2roa Jy(ka)
donde se usé6 que 0,Jy(kp) = kJ1(kp).

wt

b) La distribucién de corriente es por la ley de Ohm

_ ﬁt]o(kp)i
a2m Jy(ka)

(12)

De la definicién de k? = 14’”’“’ = k=2 2’”’“’ = 1“ podemos hacer otra definicion

de la distancia de penetra(non
2

5:

2now’
= Caso bajas frecuencias % >16 (% > 1). . Qué limite es este?

6 144
—:—Z>>1:>ka<<1
a ka

Entonces definiendo x = ka 6 x = kp en las funciones de Bessel Jy(z) y Ji(z) los
desarrollos de estas funciones cerca de = 0 son

{E2

i
Jo(l')zl—z Jl%i

de modo que

2
B IQ (k.p)Z A [0 vV 21 N
 Ta? (1 1 )T ra ! 20 i (13

= Caso altas frecuencias g <1 <% < 1> usamos el limite asintético para argumen-

tos complejos de la funcion de Bessel

Particularizo en v = 0, 1

/ 21
J()(kp) ~ T COS k,O - — ijp§
[ 2 [ 2 1 14,
Jl(k:a) ~ % COS </{:a — —> ~ § +

2
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Entonces se puede escribir a la corriente
D49 g,
2md\Jap

c) Para calcular la potencia media disipada y la resistencia efectiva en los casos limites.

(14)

La densidad de energia es
w=j-E (15)
tomando el promedio temporal, promediando en un periodo
1 1
= —Re(j-E*) = —I|j|? 16
(1) = 5Re (i B) = o_lj (16)

posteriormente para obtener la potencia total disipada por unidad de longitud se tiene

que integrar en la superficie
w) = [ astw) (1)

estas expresiones como quedan en términos de I puedo despejar la resistencia efectiva

por unidad de longitud de ellas (W) = gR.

= Caso bajas frecuencias % >16 <% > 1).

i = (752)2 <1 M <%>4> (18)

entonces tenemos que integrar
“ 1 “ 1 12 P\
W) =2r [ dpp_li* =2 | dppo— L (144(Z) ) =
(W) 7T/0 ppo il 7T/O pp20_<m2)2( +4 (55
I3 n (a)4 1
"~ 2malo 0/ 12

donde la resistencia efectiva es

R (14 () 1) )

» Caso altas frecuencias g <16 (% < 1).

[3 2(p—a)

2ap(md)? ‘

(W) =2r / " dpp— My e
0 20 \ 2ap(md)?

(i)
= —e
drado

3" ~

(20)

Pagina 6



Fisica teorica 1, segundo cuatrimestre 2022.
Departamento de Fisica, FCEyN, Universidad de Buenos Aires.

y la resistencia efectiva es
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