Fisica Teérica 1 — 2do. cuatrimestre de 2022
Desarrollo multipolar de los campos de radiacion.
Version extendida.”

La férmula que tienen que saber deducir

Estas son las férmulas clave en el desarrollo multipolar de los campos de radiacién:

1 . . 0j roTer
Erad(r,t):@rx {rxjd3r’a—3c<r’,t—z+ S )], (1)
Brad(ryt) =T X F—rad(r»t)) F—rad(r) t) = Brad(r)t) X T. (2)

El camino l6gico para llegar a estas férmulas no es complicado. Probablemente lo mas
simple sea deducir una expresion para B,,q y luego recordar que E,,q = B,.q x 7. Digo que
es mds sencillo calcular B,,q puesto que s6lo necesitan conocer el potencial vector A. En
medio de un parcial, ese seria el camino a seguir si no recuerdan la ec. (1).

El desarrollo multipolar se obtiene haciendo un desarrollo de Taylor de la corriente
alrededor del punto t —r/c. Es decir,

R T U I L S P A S
Erad(r,t):Z ﬁTX T’Xﬁatu_] d’r T ](T,t—z) . (3)

1=0

Como referencia, pueden consultar las secciones 20.5.3 y 20.7 del libro de Zangwill.
Aunque formalmente muy elegante, la versiéon que da Jackson en el capitulo 9 es de
incomodo manejo en la resolucién de problemas. Su andlisis estd restringido a fuentes
armonicas, asi que para cualquier problema que no tenga fuentes armoénicas hay que hacer
un andlisis de Fourier. Sin embargo, leer lo que hace Jackson puede ayudar a entender
mejor lo que hacemos aqui.

Lo que sigue ahora es la deduccién de las ecuaciones anteriores y el estudio de los
primeros términos del desarrollo de los campos en potencias de 1/c. Hay muchas notas de
caracter préctico intercaladas.

Campos de radiacion

Los potenciales retardados en el gauge de Lorenz son:
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Estas féormulas no pueden no saberlas. El objetivo es encontrar los campos de radiacion,
asumiendo que las fuentes p y j estdn acotadas. Para fijar ideas, supondremos que p y j son
cero mas alla de una esfera de radio a centrada en el origen. Para encontrar los campos de
radiaciéon debemos quedarnos con los términos en los potenciales A y ¢ que den origen a
campos E y B que no decaigan mds rapidamente que 1/r. El punto de observacion estd en
T =717, con 1 > a. Una vez que advertimos que calcularemos los campos que decaen como
1/7, es evidente que la variable esencial aqui no va a ser r sino la direccién 7. Por ejemplo,

encontraremos que

EMWJ):%(ﬁt—E). (5)

En general, los campos E y B se obtienen a partir de los potenciales segtin las ecuaciones

10A
E:—V(P—EE> (6)

B=VxA. (7)

Al calcular el gradiente de ¢ y el rotor de A, una de las contribuciones en cada caso vendra
a través del gradiente de los factores 1/|r — 1’| que aparecen en los integrandos de las
expresiones (4). Ahora bien, ese gradiente es

1 =7 1
r—r/|  |r—=v/3 12

(8)
de modo que no serd necesario tenerlo en cuenta para los campos de radiacién. No sé6lo
eso, sino que los propios factores 1/|r — 1’|,

1 1T 77

= +... 9

r—r| r 12 ’ 9)
pueden ser reemplazados por 1/r. Por lo tanto, a los efectos del célculo de los campos de
radiacion es suficiente considerar los potenciales

A(r,t) = &str’j(r’,t—lr—r’l/c),
(10)

Glrt) =1 | @r' ol t— v —vl/e),

y a los fines del calculo de E y B los factores 1/r fuera de las integrales pueden considerarse

constantes al calcular las derivadas.

La otra clase de dependencia en 1, y que no es tan fécil de hacer a un lado, es la que



aparece a través del tiempo retardado

r—7|
C

t' =t

(11)

Aqui ya no se trata de consideraciones geométricas, sino dindmicas. La dependencia en r
surge a partir de las dependencias temporales de las fuentes. Debido a que nos interesa

conservar sélo lo justo necesario para obtener los campos a orden 1/r, escribamos

!

Cr +o(1/r). (12)

T

t=t— 1
Cc

Puesto que en las expresiones para los potenciales A y ¢ ya hay factores de 1/r multi-
plicando las integrales, vemos que no es necesario escribir el tiempo retardado con mayor
precisién que la que dan los términos mostrados en la ecuacion anterior. A todos los efectos

précticos, para calcular los campos de radiacién debemos escribir

/

-
t=t— 4l (13)
c c
Notar que la combinacién
t,=t—r1/c (14)

tija una especie de escala histérica de los tiempos. Las cosas a tiempo t y a una distancia
T dependen de lo que pasaba cerca del origen en t — r/c. La correccién T - r’/c tiene en
cuenta que las cosas ocurren no exactamente en el origen. Cuando r’ apunte en la direccién
de 7, el punto fuente estard mds cerca del punto de observacién que cuando r’ y T sean
antiparalelos. Por lo tanto, en el primer caso t’ serd levemente mdas grande que en el

segundo, ya que la distancia a recorrer es menor.

En resumen: para calcular los campos de radiacién es suficiente usar las siguientes

expresiones aproximadas de los potenciales

1
Aa(rt) = a‘[d%’ jir'ste+1-1'/c),
(15)
1
Qraa(ryt) = . J a3’ p(r',t, +7-1'/c).
Estardn de acuerdo que el paso que va de las ecs. (10) a las ecs. (15) es bastante trivial.

Ahora el célculo de los campos E,.q y B,aqa es relativamente sencillo. Al derivar, no
necesitamos preocuparnos por los factores 1/r frente a las integrales. Més atin, tanto al

calcular el rotor de A,,q como el gradiente de ¢,,q tendremos que derivar respecto del
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tiempo y tomar el gradiente de t, + 7 - 1’/c. Pero

v(t—fﬁ'r):—l {?er = roam, (16)
Cc C C T C

de forma que podemos prescindir de la mayoria de los términos.

Deberian verificar que

T 0
V(Prad(r>t) - _l J dgr/ _p(r/)tr + T T//C) + 0(1/T2) ) (17)
cr ot
V X AT t):—ide3r’g(r’ te+7-1'/c) +0(1/17) (18)
rad\ 1y CZT at y br )
0A ad _ 1 3.7 aj / s
ot (r,t)—chdr at(r,tr+r~r/c). (19)

Usando la ecuacion de continuidad y la identidad

V|0t = V[ /)| - 12? . %(r',tr +5or'/c),  (20)

el gradiente del campo escalar resulta igual a

. 1 3
V@aa(r,t) = &Jd%’ {V" [j(r’,tr +7- r’/c)} — Zf‘~ —)(r’,’cr + 7 r’/c)} +0(1/1%).

ot
(21)
Por hipétesis, las fuentes estdn acotadas, de modo que la integral de la divergencia da cero,
entonces
V@raa(r,t) = —ijd%’ 7 g(1” to+7-1'/c)+0(1/17). (22)
e c?r ot

Por lo tanto, al calcular el campo eléctrico, cuando sumemos las expresiones (17) y (19),

dentro de la integral aparecera la siguiente combinacién de términos

AV R |
(r at)r at—rx(rxat). (23)

Reuniendo todos los resultados, queda

E,q(r,t) = é X {f X Jd3r’ %(r’,tr +f“-r’/c)] , (24)

A .

0 .
B.aa(r,t) = —é X U d3r’ a—i(r’,tT +T-r /c)] . (25)



Se verifica entonces 7 - E,pqg =T Byaga =0,y
Brad =TX F—rad) E1rad - Brad XT, (26>

asi que bastara calcular uno cualquiera de los campos.
Para reconstruir estas expresiones lo més sencillo es obtener primero B,.q, pues sélo
requiere calcular el rotor de A,,4. Luego bastard recordar que E,.q = B;.q x 7. El siguiente

esquema resume todo lo que hay que saber:

A(r,t):%Jd3r’ﬂr’t_|r_r|/c) S Au(rt) = 4 Jd3r'j(r’,t—r/c+f.r'/c),

r—1/| cr

. 3 )
Baa(1,t) =V X Aq(r,t) = —% X U d3r’ —J(r’,t —r/c+T1-7v'/c)]|, (27)
c’r ot
Erad(r) t) — Brad(r) t) X T.
Donde implicitamente la ecuacién que da B,.q debe entenderse a orden 1/7.
Por dltimo, notar que tanto E,,q como B,.q pueden escribirse en términos de A,.q4,
T R .
Erad(r)t) - E X [T‘ X Arad(r)t) ) (28)
T .
Brad(r>t) = _E X Arad(r>t)) (29)
donde
ALl t) = la—Jd3r’ it +7-1'/c). (30)
’ cr ot ’

Lo interesante de estas ecuaciones es que no aparece el potencial escalar .

A partir de aqui, omitiremos la indicacién “rad”. Todo lo que se diga sera en el contexto

de los campos de radiacion.

Desarrollo multipolar de los campos de radiacién

Las expresiones (24) y (25) para los campos de radiacién de una fuente acotada son exactas.
Evidentemente, habiendo fijado que los campos de radiaciéon son aquellos que decaen como
1/7, el nombre de “desarrollo multipolar” en este contexto no puede significar lo mismo
que en los problemas estaticos. Los multipolos sucesivos no estdn asociados a potencias

crecientes de 1/r.

El desarrollo multipolar de los campos de radiacién es una expansion de los campos en
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potencias de 1/c. A partir de la ec. (24), es facil ver que, en general, resulta

| I DR B L S AN
E(r,t)zﬁrx rxzﬂatH]Jd r/ <7) jr'yt)] . (31)

Uno de los objetivos de estas notas es que sepan como llegar a esta expresion de manera
mds o menos rdpida. El paso que va de la ec. (24) a la ec. (31) es trivial.
Lo que sigue ahora es el analisis de los primeros términos en la expansién anterior.

Preparandonos para eso, escribamos

E(T,t) = ZE[(T’,t), (32>
1=0
donde
1 N L S AL
E[(r,t) = ﬁ TX |TX ﬁ FYIES l[d T (T) ](1‘ ,tr) . (33)

El campo de radiacién hasta orden dipolar eléctrico

La primera aproximacién para la expansiéon (31) consiste en considerar tnicamente el

término correspondiente a 1 =0,

o 1 A ~ a 3.7 = /
Eo(r,t)—grx {rxajdr )(r,tr)}. (34)
Usando la identidad
Jd3r F(r) = —Jd3r [V-F(r)] (35)

3

vdlida para cualquier campo que decaiga mas rapido que >, obtenemos

Eo(r,t) = —%? X {f‘ X %Jd%’ [V -j(r', )] r’}. (36)

Mediante la ecuacién de continuidad resulta

1 02
Eo(r,t) = Ef X [f X 53 J d3r’ p(r', t,) r’} . (37)

La dltima integral no es otra cosa que el momento dipolar eléctrico. Asi que, finalmente,
Eo(r,t) = —— 7 x [F x p(t,)]. (38)

Este es el término dipolar eléctrico en el desarrollo multipolar del campo de radiacién.



El parametro perturbativo en el desarrollo multipolar

Seguin notamos mads arriba, el desarrollo multipolar es una expansién en potencias de 1/c.
Podemos refinar un poco esta observacién. Volviendo a la ec. (33), vemos que si la fuente
tiene una carga caracteristica g, una escala de longitud a y una escala de tiempo T, el

término de orden 1 en el desarrollo del campo eléctrico de radiacién es de orden

1 1 qa a' q 1 a\ !
B X X a = < w () (39)
Las escalas a y 7 fijan una escala de velocidad v = a/t y un f tipico de orden a/(ct). Por

otro lado, la longitud de onda asociada a T es A = ct. Luego
q aut1
By~ — . 4
o~ (40)

De manera que la expansién multipolar puede pensarse también como una expansién en
potencias de 3. Alternativamente

L+
33" @
El cociente Ey;/E, es de orden 3 = a/A = a/(7c).

Los primeros términos del desarrollo multipolar dardn una buena aproximacién cuando
B < 1Toa < A En el caso ultrarrelativista, 1 — 3 < 1, no quedard otra opcién que
calcular tantos términos como sea necesario, o abandonar por completo la idea de hacer un
desarrollo de los campos en potencias de 1/c.

El campo de radiacion de orden dipolar magnético-cuadrupolar eléctrico

Lo que encontramos hasta aqui es que

|
Eo(r,t) = o Tx [Fxp(ty)]. (42)
Veremos que el término asociado con 1 = 1 da una contribucién mixta, algo trabajosa de
desenredar, en donde aparecen el momento dipolar magnético y el cuadrupolar eléctrico.

El punto de partida es

] ~ A az 3 / f‘ * r/ - /
El(r,t)zarx{rxﬁjdr TJ(r’tT) . (43)
No hay ninguna razén de principio para querer escribir la integral en otra forma que no
sea esta. Conocida j siempre podemos calcular la integral. Sin embargo tiene su interés

ver si es posible escribir la expresién anterior en términos de uno o mds multipolos. Eso es
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atil porque entonces es mds facil aplicar argumentos de simetria para saber si algo es 0 no
cero.

El objeto realmente importante en la ec. (43) es
F(r,t) = Jd3r’ (F-r)j(r' te). (44)
Usando nuevamente la identidad (35) y que V - (fg) =fV - g + Vf . g, resulta
tht)::—i[d3r’{(?-rﬁ V) + ) (45)
Podemos reescribir el segundo término dentro de la integral como
(F-j)r' =7 x (r' xj)+ (F-1)]. (46)

El daltimo término es justamente nuestro punto de partida en la ec. (44). Obtenemos una

ecuacion de la forma A = B — A, de modo que A = B/2. En nuestro caso resulta
1 3./ - / s ()] / - / YW
Hnﬂ:—zdr{hw)thJJr+rxhxﬂmuH} (47)
Usando la ecuacién de continuidad queda

. 10 1. .
F(r,t) =7- zaJdSr’ o(r',ty) r'r’ — 5T X U d3r' v’ x )(r’,tr)l ) (48)

Un comentario sobre la notacion

Tal vez a algunos les resulte extrafia la notaciéon r'r’. Posiblemente otros hayan visto algo
asi en mecdnica cldsica, cuando definieron el tensor de inercia. Estoy seguro de que al
definir el tensor de Maxwell escribimos cosas tales como EE. La notacién AB, donde A y
B son dos vectores, es un modo de representar un tensor. El objeto AB es una diada, y

opera sobre vectores de la siguiente manera:

v-(AB)=(v-A)B,
(49)
(AB)-v= (B -v)A,

y andlogamente para el producto vectorial. La ventaja de introducir el simbolo r'r’ es que
no es necesario elegir ningtn sistema de coordenadas en particular, es decir, ninguna base
para los vectores r’. Las componentes de un tensor M en una base determinada, digamos

{ei}, se obtienen a partir de la accién del tensor sobre los vectores de la base,

M- e; = Mij €;. (50)



Si la base es una base de versores ortogonales,
Mij =€ - (M : e]-). (51)

Asi, en coordenadas cartesianas, las componentes del tensor M = r'r’ son

My = x{x]. (52)
En estas coordenadas, el tensor
Jd3r’ p(r',t,) r'r’ (53)
estard representado por la matriz de integrales
X xy' X'z
Jd3r/ Xy y? y'z | oe(rst). (54)

[ 12

X'z’ y'z z

Escribir el tensor anterior en una forma que sea independiente de las coordenadas estd
muy bien, pero en la practica uno suele terminar calculando las integrales en coordenadas

cartesianas. m

Volviendo al campo eléctrico E;. En definitiva,

1 3 102
Ei(r,t) = @f X {—f X {?-%Jd%’ p(r',t,) r/r’} —I—Z—C%Jd?’r’ r’ xj(r’,tr)}. (55)

Evidentemente el primer término esta relacionado con el momento cuadrupolar eléctrico,

mientras que en el segundo término vemos que aparece el momento dipolar magnético,
m(t) = — J d3rr xj(r,t). (56)
Definiendo el tensor
D(t) = Jd3r p(r,t) rr, (57)

y el vector D = 7 - D, obtenemos

Ei(r,t) zi{zfx [+ x D(t,)] —i—fxm(tr)}. (58)
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La primera contribucién al campo E; en la ec. (58) recibe el nombre de término
cuadrupolar eléctrico, mientras que la segunda es el término dipolar magnético. Ambas
son del mismo orden 1/c¢3. Por ultimo, hay que notar dos cosas. Primero, que la definicion
de D esconde una dependencia adicional respecto del versor t; y segundo, que el hecho de

que el campo eléctrico asociado al término dipolar magnético sea igual a

1 .
Emn(r,t) = Tf' x m(t,) (59)
c’r
junto con la relaciéon E = — x B no implican, como podria inferirse, que
71
Bn(r,t) = —ﬁm(tr). (jmall)

En verdad, la relaciéon correcta es

Bum(rt) = x Em(1,t) = =1 x [f x m(t,)] = — {[F - m(t,)]F —m(t,)}.  (60)

Lo que estamos diciendo es, esencialmente, que a x b = a x ¢ no implica b = ¢, y que hay

que estar prevenidos.

El tensor Q en lugar de D

En las férmulas que encontrardn en los libros, en lugar del tensor D aparecera el tensor de

momento cuadrupolar eléctrico Q. Veamos como D da paso a Q. Recordemos que

Q(t) = Jd3r p(r,t) (3rr—170), (61)

de forma que

D(t) = ! {Q(t) + J d3rr? p(r, t) ]1} : (62)

3
Siempre podemos dejar las derivadas temporales para tltimo momento, de modo que lo

que nos interesa calcular para encontrar E; es

%? x D(t) = %? x [r-D(t)] =

| =
3>

X {f* -Q(t) + J Br'r’p(r’ 1) 7 ]I] . (63)
Pero el tltimo término es nulo, puesto que t x (I- ) =7 x ¥ = 0. A fin de cuentas

rxD=-7xQ, (64)

N =
| =

donde Q =7-Q.
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Resumiendo: el campo E; de la ec. (58) también puede ser reescrito en términos de Q,

Ei(r,t) :L{lfx [fx 'Q(tr)} +f><ﬁ1(tr)}. (65)

c?r | 6¢c
Esta expresion es ttil a los efectos de mostrar la relacién entre el campo E; y el momento
cuadrupolar eléctrico. Pero en la practica, conviene usar la expresion (58), puesto que, en
general, calcular D es un poco menos engorroso que calcular Q. O dicho de otra forma:
para calcular Q lo més eficiente es calcular primero D; en efecto:

Q=3D— (TrD) L (66)

Pero si con calcular D nos alcanza, entonces ;para qué continuar con el cilculo de Q? Desde
el punto de vista de los campos, no hay ninguna necesidad. Mas adelante diremos algo
respecto al calculo de la potencia, donde si puede ser més ventajoso usar Q en lugar de D.

Si siguen el libro de Landau y Lifshitz estén atentos a lo siguiente: ellos usan la notacién

D para definir lo que nosotros aqui llamamos Q.

Adaptar los cdlculos a las fuentes

Otro punto esencial en la préctica es no perder de vista que el calculo de los momentos
multipolares que aparecen en los campos de radiacién debe adaptarse a la forma particular
de las fuentes. Si se trata de cargas puntuales, las integrales se reemplazardn por sumas.
Si se trata de corrientes en hilos o de distribuciones lineales de carga, habrd que calcular
integrales de linea, etc.

De todas maneras puede haber ciertas sutilezas que se resuelven mejor expresando
todo como integrales espaciales. Un ejemplo de esto es el cdlculo del momento dipolar
magnético y del momento cuadrupolar eléctrico de un dipolo eléctrico que sigue cierta
trayectoria. Es un buen lugar para recordar que las densidades de carga y de corriente
asociadas a dipolos puntuales son

p(r,t) = —p(t) - V& (r —rp (1)),

(67)
jirt) =8 (r—rp(t) p(t) —Tp(t) - V& (r—rp(t) p(t) + ¢ V& (r—rm(t)) x m(t).
El camino para deducir estas ecuaciones consiste en aplicar las relaciones
oP
pP:_v'P> jP:a> jm:CVXM> (68)

usando que para dipolos puntuales corresponden las densidades

P(r,t) =8 (r—rp(t)) p(t), M(r,t) =8 (r—rm(t)) m(t). (69)
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Calculen como ejercicio los momentos dipolar magnético y cuadrupolar eléctrico de un
dipolo eléctrico que sigue una trayectoria r(t), y demuestren que el momento magnético
de un dipolo magnético puntual es siempre m.

Otra nota de caracter practico es que si se trata de unas pocas cargas sueltas, y no de
distribuciones extendidas de cargas y corrientes, no es necesario calcular explicitamente los

momentos multipolares. Para calcular el campo E; bastard con escribir

N
J ' F-r) 0 =) Fora(t)]' gn Fat). (70)

n=1

Esto es particularmente 1til si hay una sola carga. No tiene mayor sentido en ese caso que

todo quede expresado en términos de los momentos multipolares.

La potencia por unidad de angulo sdlido y la potencia total

A través de la esfera de radio r hay un flujo de energia asociado al vector de Poynting de
los campos de radiacién. Consideremos un elemento dQ) de dngulo sélido. Eso define un
elemento de 4rea r2d(Q) sobre la esfera. El flujo de energia por unidad de tiempo y unidad
de dngulo sdlido a través de ese elemento es

dP 2 L C 2
dQ(r,t) =1 §(r,t)-T= in rE(r, t)]". (71)
Aqui hemos usado que S = ¢/(4n) E x B y que para los campos de radiaciéon B = x E.
Reemplazando el desarrollo multipolar del campo eléctrico queda
2

dpP c
d_Q(r’ t)=—1°

Los términos cruzados

Como lo que importa en la ec. (72) es el médulo al cuadrado del campo eléctrico total,
la potencia por unidad de angulo sélido no es la suma de las potencias asociadas a cada
término del desarrollo multipolar por separado. En general, si hay mds de un término
multipolar, el cdlculo del médulo del campo eléctrico contendra términos cruzados. Por
caso, hasta orden 1/¢?, la potencia por unidad de angulo sélido estard dada por

dpP c

0 ETz ([Eol* + 2Eo - Eq + [E4* + 2Eo - E5) . (73)
El primer término es de orden 1/ c3; el segundo, de orden 1/ c*. Los dos ultimos términos
son ambos de orden 1/c°. Debido a que para cada orden | el campo suele ser la suma de

varios términos, los propios |E,|? incluirdn términos cruzados de distintos multipolos. Asi,
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por ejemplo,

Ei =Ep+En, (74)
donde
Eo = —#x [f x (i-@)]
6¢3r ’
(75)
1 .
Em = @T Xm

(Quedan implicitos los argumentos de cada funcién). Entonces en la potencia por unidad

de angulo s6lido aparecera el término cruzado

dPom 1 N ) L .
2 ¢ ZE@-Em:m{rx[rx(r-@)]}-(rxm). (76)

=T
dQ 2m
La presencia de términos cruzados en la potencia por unidad de dngulo sélido es

ciertamente engorrosa. Sin embargo, un resultado importante es que al calcular la potencia
total, definida por

dp
P=1d0 — 77

dQ) ( )
la mayorfa de los términos cruzados, al menos para los 6rdenes mas bajos, se anulan;
incluso términos cruzados para campos del mismo orden, como el que acabamos de escribir

mas arriba. Segtin demostraremos unas lineas més abajo,

dPom
dQ

Pom = JdQ 0. (78)

Ciertas cancelaciones en la integral (77) son muy faciles de anticipar, simplemente
contando cuantas componentes cartesianas de t se estan integrando. Por ejemplo, la
contribucién a la potencia del término cruzado dipolar eléctrico-dipolar magnético serd

proporcional a la integral
JdQ [Fx (Fx p)l-(Fxm). (79)

Cada término dentro de esta integral serd a su vez proporcional al producto de tres com-

ponentes de t. Por lo tanto, cada término debe anularse por simetria, ya que
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Lo mismo ocurre con el término cruzado dipolar eléctrico-cuadrupolar eléctrico, pues

involucra el producto de cinco componentes del versor 7.

Mas sutil es la anulacién del término cruzado dipolar magnético-cuadrupolar eléctrico,
ec. (78). Expandiendo el doble producto vectorial, la integral de la expresién (76) es

proporcional a

gzdeﬁAQ)w?xmy (81)

Aqui aparecen dos factores t, de manera que la simetria de inversién no tiene nada que

decir. Sin embargo, desarrollando todo en coordenadas cartesianas resulta
Jd= J dQ (#):1Qy €51 (F)rriu. (82)
Por simetria, para que esta integral no sea nula debe ser i = k. Es decir,
| a2 it ox s (s3)

También por simetria, fijado el valor de i = k, el resultado de la integral anterior no
dependera del valor de i. Da lo mismo integrar cualquiera de las componentes al cuadrado

del versor . Lo mas sencillo es calcular la integral de (7)Z,

21 1 A7t
JdQ ()2 = J d(pJ d(cos0) cos? 0 = ER (84)
0 —1
de modo que
P 4m
| a i = Fou (85)
Lo esencial aqui es tinicamente la delta de Kronecker.
En definitiva
Y T
Jd= ?equiij- (86)

La siguiente observaciéon es crucial. Puesto que €j;; es antisimétrico en los indices 1ij
mientras que Q;; es simétrico, debe ser § = 0. Asi, en la potencia total no hay un término

cruzado dipolar magnético-cuadrupolar eléctrico. En conclusién, Pgm = 0.
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La potencia total hasta orden 1/c°

De hecho, hasta orden 1/¢® hay un solo término cruzado distinto de cero en la potencia
total. Hasta ese orden (ustedes pueden deducir facilmente los dos primeros términos)

L2 s R s Bl — e
P(t) = 35 P()I" + 35 ()1 + 5555 [Q6)]" = 35 T(t) - Blt), (87)
donde (este objeto es nuevo)
T(t) = ]]chd3r’ {G',t) v’ =203 1)} (88)

El vector T estd relacionado con el campo de radiacion justo un orden por encima del
campo dipolar magnético-cuadrupolar eléctrico. Al escribir los campos no llegamos hasta
ese orden, pero para calcular la potencia ese orden es necesario si se quiere ser consistente.

En la ec. (87) el significado de la expresién ‘Q|2 requiere una explicacién. Para eso en

la siguiente seccién calcularemos explicitamente este término de la potencia.

El término cuadrupolar eléctrico

Deduciremos aqui el término de la potencia total asociado al momento cuadrupolar eléc-

trico. Este término proviene de calcular

dPQ—i

1 e (2
_ 2 12 _ (s
P@_JdQ dQ—4ﬂJer|EQ| _]447&5de *x (#-Q)|". (89)
Usando que |A x B|? = A?B% — (A - B)?, encontramos
1 ~ e 2 N N e 2
PQ_WJdQ{r-Q\ ~ [ (-0} (90)
Desarrollando en coordenadas cartesianas queda
1 e .
Po = famcs | 4Q [P0 — (1070 B (o1)

La integral del primer término puede calcularse usando la férmula (85). Para la integral

del segundo término necesitamos el siguiente resultado, que ustedes deberfan demostrar,

R 47t
JdQ (P)i(F); (P (P = 5 (81j0k1 + 04k dj1 + d11djk) (92)

Reuniendo todos estos ingredientes obtenemos

1 A7T oo o AT oo e e e
Po = 14475 {?ﬂ Q4 Q4 — % (Qiinj + Qy Qi + Qy jS)} . (93)



16 Fisica TEORICA 1 2022 2C

El primer término dentro del paréntesis es nulo, debido a que la traza de Q es cero. Los

otros términos tienen todos la misma forma. Finalmente,

1 1 ey
=——0.0.. = —Tr . 4
Pe = 15005 Qi Qs = 75055 ™ (Q) (94)

e 2 .
Esto es lo que entendemos por |Q|". Y aunque puede ser calculado en cualquier base, lo
mads practico, probablemente, sea usar coordenadas cartesianas.

La potencia como propiedad intrinseca de la fuente

Formalmente, la potencia dada por la ec. (87) es la energia que atraviesa por unidad de
tiempo la esfera de radio r. Esta expresion es valida hasta orden 1/¢°. Quisiéramos definir
la potencia emitida por la fuente a un tiempo t’ sin referencia a ninguna esfera particular
de radio r. Es decir, quisiéramos definir una cantidad intrinseca de la fuente. Lo maés

natural es definir

1
180

-

PIV) = 53 IB(E) + 5o () + . (IR SONECD

303 5 |Q(t)

Aqui el nombre de la variable le da otro significado a la funcién P(t’). Esta ya no se
refiere a la energia que atraviesa una esfera de radio r a tiempo t, sino a la energia que
se emite a tiempo t’. Hay que tomar esto como una definicién que nos independiza del
radio r. La verdadera potencia emitida por la fuente a tiempo t’ no es necesariamente esto
que estamos definiendo. Basta recordar el caso de una carga acelerada. Para relacionar
la potencia observada con la potencia emitida hacia falta incluir un factor de proyeccién
1—7%-B, porque dt’ no era igual a dt. Aqui no estamos considerando nada de ese estilo. De
manera que P(t’) debe ser tomada s6lo como una definicién conveniente, cuyo significado

tisico recién adquiere valor cuando se considera una esfera de radio r a tiempo t.

Por error u omision

Si consultan la ec. (71.5) del libro de Landau y Lifshitz, no encontrardn el tltimo término
de la ec. (95). Este término es omitido en la mayoria de los libros (en realidad no he
visto ninguno que lo incluyese), aunque su contribucién es del mismo orden que la de los
términos dipolar magnético y cuadrupolar eléctrico. El término en cuestion proviene de un
producto cruzado entre el campo dipolar eléctrico y el campo de orden inmediatamente
superior al dipolar magnético-cuadrupolar eléctrico. La probable razén por la que este
término sea omitido es que para ser distinto de cero debe ser p distinto de cero, en cuyo
caso, con toda seguridad, en la potencia habrd un término dipolar eléctrico que dominara
sobre el resto. La otra probable razén es que se trate simplemente de un error propagado

en el tiempo a través de la literatura. La primera noticia que tuve de ese término vino a
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través de un articulo de 2018 que pueden consultar aqui https://doi.org/10.1119/1.5052427 (en

la pagina de la materia hay un link directo). Se trata de una primicia para esta catedra.

Con qué se van a encontrar

Volviendo al tema. En la mayoria de los problemas se les pide que calculen los campos de
radiacion hasta determinado orden. Si se les pide ademads la potencia total, no es necesario
recordar la expresion (95). Basta integrar en cada caso particular la potencia por unidad de
angulo sélido,

dpP Cc | 2

40~ 4n TE (96)

con el campo E que les haya tocado en suerte. No deja de ser util recordar, para no hacer
cuentas de gusto, que la mayoria de los términos cruzados integran a cero. Si lo tinico que
se les pidiera fuera la potencia total, entonces si tendria sentido tener a mano la férmula
(95), pero el ejercicio pierde toda su gracia, asi que dificilmente haya algo asi en un parcial.

Una observacién importante es que aunque para calcular los campos de radiaciéon de
orden cuadrupolar eléctrico lo méas préctico sea usar el tensor D, en la ec. (95) aparece el
tensor Q. En términos del tensor D, la potencia asociada al término cuadrupolar tiene una

expresion menos compacta. Podrian demostrar como ejercicio que

1

1
Po = 20c®

oo (T B)?. (97)

DI -

Pero insisto, la idea no es tanto usar la ec. (95) sino hacer las integrales explicitamente en

cada caso. Si recuerdan la ec. (95), entonces les puede servir como verificacién.

Cosas que deben saber que existen

No hay tiempo aqui para entrar en detalles, pero deberian saber un par de cosas. Primero,
cuando se habla de los campos de radiacién de una fuente acotada, se estd hablando de los
campos que predominan tanto para r > a como para r > A. En estas notas s6lo tuvimos
en cuenta la primera condicién. Si se preguntan por qué deberia ser necesaria la segunda
condicién, la respuesta es que si conservdsemos correcciones a los campos de radiacién que

decaigan como 1/12, al término dipolar eléctrico, por ejemplo, que es de orden

P

P!
c?r ™A A (98)

deberiamos agregar un término analogo de orden

1. pl
a2 (99)


https://doi.org/10.1119/1.5052427
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Este término decae como 1/12, pero si A es mucho mayor que r puede dominar sobre el
término de radiaciéon propiamente dicho. De ahi que sea necesario pedir que r > A. La
region en la que a < v ~ A se llama zona de transicion. En esa zona los campos de radiaciéon
que decaen como 1/t son comparables a las correcciones que van como 1/12. Esos campos
no pueden transportar energia, pero si pueden transportar momento angular.

La otra cosa que deberfan saber es que, asi como en electrostatica existe el desarrollo
multipolar en coordenadas esféricas, el mismo tipo de desarrollo existe para los campos
de radiacién, pero el formalismo es muchisimo mds complicado, porque no se trata de
expandir un potencial escalar sino campos vectoriales. Vean por ejemplo el capitulo 16 del
libro de Jackson.



