Fisica Tedrica 1 1° cuat. 2023

Primer parcial (Lunes 15/05/2023)

1. Un disco plano de radio a estad cargado con una densidad de carga o(r) = ogr, siendo r la
coordenada radial en cilindricas (ver Fig. 1).

(a) Escriba la funcion de Green (libre) para una carga ubicada en (', ¢', ). Exprese esta funcion
en la base de las funciones de Bessel J,(kr), N, (kr).

(b) Obtenga el potencial ¢ del disco cargado para todo el espacio a partir de la funcion de Green.

(c) Calcule los momentos multipolares hasta el cuadrupolar inclusive.
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Fig. 1

Vamos a parametrizar el espacio en coordenadas cilindricas (7, ¢, z) donde r es la distancia al eje z
1. Nos piden explicitamente que usemos las funciones de Bessel J,(kr) y N, (kr), las cuales forman
base en la coordenada 7.

Estamos estudiando una distribucién de carga en el espacio no acotado; es decir que esta region
contiene el eje r = 0 y sabemos que las funciones N, (kr) tienen una singularidad sobre ese eje,
por lo que para calcular la funcién de Green debemos descartarla quedandonos tnicamente con las
funciones J, (kr).

Entonces buscamos expandir la funcion ﬁ en la base ? {J,(kr)e™#}. Es decir que vamos a hacer

un corte en el plano z’, donde estara la carga puntual. Notaremos por I y II a las region superior
e inferior de este plano respectivamente.

Sabemos que la funciéon mas general, en estas condiciones, que satisface la ecuacion de Laplace es

+oo
GD(I', I‘/) = Z/ d/{Ay(k>JV(k7°)€“w (Oé[/[[eikz + B[/Hekz) s
0

VEZL

donde ya usamos que v debe ser un entero para garantizar la buena definiciéon de la funcién en
la variable ¢, y ay/r; y Br/11 son coeficientes que debemos determinar segiin z tome valores de la
region [ o I1.

Sabemos que el potencial debe anularse en el infinito; por lo que para z > 2’ (la region I) debe ser
Br =0,y para z < 2’ (la region II) debe ser ay; = 0. Y para garantizar la continuidad basta con
tomar a; = A" y B;; = Ae %*. Absorbiendo A en A, (k) tenemos

+o0
Gor,r) =) / dkA, (k) J, (kr)e™2e =2,
0

VEZ

Lo que a veces también llamamos p.
2Como siempre, vamos a tener base en ¢.



Finalmente, para determinar el coeficiente A, (k) debemos calcular el salto en la derivada en la
superficie donde se ubica la fuente puntual, en este caso el plano z = 2’. Es decir que buscamos
resolver la ecuacion

8ZGD|Z/— — 8ZGD\Z/+ = 47‘(’0’(7’, 90)

Es facil calcular el lado izquierdo de la ecuacion y obtener

+oo
azGD|Z/— - aZGD|z’+ - Z/ dekAy<k)Jy(kT)€“jgo
0

VEZL

Por otro lado, al ser una carga puntual ubicada en (17, ¢’, 2), sabemos que la densidad superficial
en z' debe ser

_ ! 1 +o0 ' ,
o(r,p) = MMO —¥) =5 Z/ dkkJ, (kr)J, (kr')e™ @),
0

VEZL

donde la expansion de la ultima identidad la obtenemos usando las ecuaciones (1) y (3) de las
formulas utiles. De manera que tenemos que resolver

+0o0 +0o0
> / dk2k A, (k)J, (kr)e™? = / dk2kJ, (kr' e I, (kr)e™?,
ez /0 =z /0

de donde simplemente despejamos A, (k) = J,(kr')e™¥". Finalmente, la funcién de Green del
espacio no acotado es

+oo
GD(I_7 r/) — § / dk!]y(k,r/)efillkp/Jy(kr)eiugoefk“zfz/‘.
0

vEZL

Una vez que tenemos la funcion de Green, obtener el potencial de una dada distribucion p(r’)
simplemente serd ®(r) = [ d®'p(r')Gp(r,1r’). Es claro que la distribucion del problema es

p(r) = ogrO(a — r)d(2).

Notemos que las unidades de oy deben ser de carga sobre volumen.

Entonces, el potencial eléctrico es

+oo
O(r) = /d?’r'aor’@(a —ro(2") Z/ dkeJ, (kr'e ¢ J,(kr)e? e *==*
0

VEZ
+oo
= Z/ dk {/ d*r'oor'0(a — r')é(z’)Jy(kr’)e_“’“’,e_kZ_Z/} J, (kr)e™?
vez V0
+o00 +00 2m o, +o00 , ]
= Z/ dkoy {/ dr'r?O(a — r’)Jl,(kr')/ do'e % / §(2)e k=== } J, (kr)e™?
v o 0 0 —o0
+oo +oo )
- Z/ dkoy {/ dr'r?O(a — r’)Jl,(kr')27r5VOekZ|} J, (kr)e™?
vez V0 0

+o0 a
= / dk2mog {/ dr'r'QJo(kr/)} Jo(kr)e k=l
0 0

400 1 ka
O(r) = / dk2moy {E/ da:szo(x)} Jo(kr)e k!
0 0



La ¢, era totalmente esperable debido a la simetria ante rotacion del disco, el potencial no podia
depender de ¢. Y la integral entre corchetes se resuelve con la ecuacion (9) de las formulas ttiles.
Con esto, el potencial eléctroestatico del disco es

+oo Amoga® <X Jont1(ka —k|z
cp(r):/O dk{— - Z(zn_l)(gnLB)}Jo(kr)e 2]

n=0

Por tltimo calculemos los momentos multipolares usando coordenadas esféricas. Para evitar con-
fusion, llamaremos R a la distancia al origen®. De manera que 7 = Rsin(6) y por lo tanto

p(r) = ogrO(a — r)d(2)
= 09Rsin(0)O(a — R)6(R cos(h))
= 0o Rsin(0)O(a — R)%(S(COS(O))
p(r) = ogsin(#)o(cos(0))O(a — R)

Entonces, el momento multipolar ¢, es

Qim = /O b /S 2 R?dRd*Qoy sin(0)6(cos(6))O(a — R)R'Y;: (Q)

- /0 " ARR /0 ' /0 Wd@dgpsin(@)é(cos(@))\/ 2! 4;1812;513,”1((;05 (0))e—m

alt3 2l +1
(X T
143 4

qim = Pl(o)dmo

Uno por uno hasta el orden cuadrupolar, usando la ecuacion (4) de las formulas utiles, son

0'0(1,3 (J'(]CL5 ™

= — m =0, m = ———4/ =0mo.
qoo 3 ™ q1 q2 5 5 0

2. Se tiene una esfera de radio a con polarizacion permanente y uniforme P colocada en el centro de
un casquete conductor esférico de radio b conectado a tierra, como muestra la Fig. 2. El espacio
entre los radios a y b se encuentra ocupado por un dieléctrico de permitividad e.

(a) Determine el potencial producido en todo punto del espacio.
(b) Determine la carga total inducida en el conductor. Justifique.

(c) {Qué presion recibe el hemisferio superior del casquete conductor?

3El r de esféricas.



Sabemos el campo eléctrico esta generado siempre por una densidad de carga libre y una densidad
de carga de polarizacion. En este caso no hay fuentes libres, por lo que las fuentes solo involucran
a la polarizacién permanente P = pZ presente tnicamente dentro de la esfera de radio a. Al
ser uniforma tenemos que la densidad volumétrica pp = —V - P = 0. Es decir que la fuente es
tnicamente superficial. Teniendo que fuera de la esfera la polarizacion es P, = 0, la densidad
superficial es

op=(P1—=Py)-7=(P —0)-7=pz-7=pP(cos(d)),

donde notamos que cos (6) = Pi(cos (0)) usando la ecuacion (13) de las formulas tutiles. Escribir
asi ayudara para cuando calculemos el salto en la derivada del potencial debido a esta fuente.

Empecemos proponiendo una solucion para el potencial eléctrico usando separacion de variables.
Para simplificar la resolucion tendremos en cuenta dos cosas. En primer lugar, de la simétrica del
sistema respecto al eje Z, sabemos que el potencial no puede depende del 4ngulo azimutal ¢, y por
lo tanto en la expansion solo apareceran los polinomios de Legendre y no los armonicos esféricos.
Y en segundo lugar, debido a que tenemos una densidad de r = a, dividiremos el espacio segiin
r < a o r > a notandolos como region I y II respectivamente. Con esto en mente proponemos una
soluciéon genérica como

0 . pl/n
O(r) = ZP;(COS(@)) (Al/ rl 4+ Tll+1 )
1=0

Dado que la region 1 contiene el origen en r = 0 es claro que para tener regularidad ahi debe ser
B} = 0 para todo [. Y por otro lado, el sistema esta rodeado por un conductor a tierra en r = b;
por lo que se tiene que cumplir

B]I Bl

A =0 Al = L

De manera que el potencial es la funciéon partida

>, At P(cos(h)) r<a
(I) r) = [+1 l
)=\ (% 3) Pleos(0) v > a
Lo siguiente que debemos imponer es la continuidad del potencial en » = a. La forma més sencilla
de garantizar esto es definir los coeficientes de cada regiéon como A; = blc% (% — ‘g—f) y B; = Cjd'.

Tomando como r- = min{r,a} y r~ = max{r,a} podemos reducir la expresion del potencial a
R L S T,
o) = Y- i (U - ) Peosto)
1=0

Por ultimo debemos determinar C;. Para hacer eso usaremos el salto del desplazamiento eléctrico
D en r = a. Sabemos que dentro de la esfera de radio a es D = E + 47P; y como fuera de la esfera
hay un medio dieléctrico, es D = ¢E. Entonces, debido a la ausencia de fuentes libres, tenemos

(DQ—Dl)TA:

Calculemos cada derivada por separado. Primero,

o0 al—l bl+1 al
o), =Y Gl (— - ﬁ) Pi(cos(6))

_ Z% ! (b2l+1 o a2l+1) PZ(COS(H))



Segundo *

bl+1 al—l

00 Cll
8T<I>|a+ = ZC[W ( (l + ) l+2 - ZT) Pl(COS(Q))

Z—Z e (0 DY 10) Picos(0))

De manera que

- 1
0,®|,- —€0,P| 4 = Z %ble ((e(l+ 1) + > + (el — 1)a®™") Pi(cos(9))

Por dltimo, para poder aprovechar mas facilmente la ortogonalidad de la base conviene escribir la
densidad superficial como

drop = 4mpPi(cos (0)) = Z A7tpdy Py(cos (0))
=0

[gualando estas dos expresiones tenemos

c, g2+ o0
Z - (( (1) +1) + (el = 1)y ) Pilcos(9)) = > " dmpéi Pi(cos (0))
1=0 =0

Como los P, forman una base, los coeficientes en cada lado de la igualdad deben ser iguales para
cada [. Despejamos

4mpa’®
- 3 511
e+1)+ (-1

Y finalmente, el potencial eléctrico es

4 2 2
O(r) = a I< (7{)—2 - %) cos (0)
>

(2e + 1)+ (e — 1)% b?

Para determinar la carga inducida, en principio, necesitamos conocer el campo eléctrico sobre
conductor y calcular 0y,q. = E(r = b) - 7. Si bien no vamos a determinar asi la carga, necesitamos
el potencial en r > a para después. Este es
o) = 2 (2 2T cos (0) = L cos () — C-Lrcos (6) = C-% cos (6) — O
(r) 72 (——g)cos()— 7“_2COS()_ ﬁrcos()— T—200s()— e

Pero es mas facil atin. Basta con recordar que la carga es el momento multipolar gypy. Y como el
potencial solo tiene [ = 1, es qgg = . Sino, otra forma de pensarlo, es que fuera de la
esfera de radio b no puede haber campo; por lo tanto las cargas sobre el conductor se acomodar
para anular el potencial y por lo tanto los momentos de la densidad que se distribuye en » = b
deben compensar uno a uno los momentos de las fuentes internas (r < b). Y en particular la carga
inducida compensaré la carga de op; pero como op se debe a la polarizaciéon permanente, la cual
es neutra, entonces necesariamente la carga inducida sobre el conductor también debe ser neutra.

4Francia



Por dltimo, para calcular la presion, necesitamos conocer el campo eléctrico para r > a y particu-
larmente en r = b. Derivando el potencial tenemos

E(r) =

Vemos entonces que en r = b,

gé —aC (—E cos ()7 + k= sin (9)@)

b3 3 3
aC' IR
e + = (2cos (8)7 — (—cos (8)7 + 2))
aC aC

b

el campo eléctrico es

E(r=1») = SZ—?)C cos (0)r.

Es esperable que sea radial porque el campo eléctrico debe ser normal a la superficie de un con-
ductor. Con esto, el tensor de Maxwell sobre la superficie del conductor es

T./f = —
" 47

{(E-f)E—%|E|2f} _ 1 (325) cos (0)°7.

De manera la fuerza que se imprime sobre el casquete superior es

F =

/ d’rT - 7

Hemis. sup.

:871'

Y como el area del hemisferio superior es 27b?, la presion es

2
(%) b2/ dcp/ cos () cos (0)*7

cos =1
3aC\’ cos ()?
S omp? L

A

cos =0

p_ IFl _ 1 (3aC 2
drea 24w \ b3

3. Una iman permanente tiene secciéon cuadrada de lado a, y esta retorcido cilindricamente, a lo largo
de un dngulo 27. En la Fig. 3 se muestra un detalle del mismo y un corte transversal a sus extremos.
La magnetizacion M del iman es uniforme y tiene direccion perpendicular a la seccion del mismo

(ver Fig. 3).

(a) Obtenga los campos B y H dentro y fuera del imén.

(b) Grafique aproximadamente las lineas de campo de B y H.

(c¢) Determine cuanto vale el momento monopolar y dipolar.



Fig. 3

Notamos en primer lugar que no hay corrientes libre. Por lo tanto el campo magnético es (menos)
el gradiente de un potencial ®(r) y, ademaés, el sistema es equivalente a uno electrostético.

Sabemos que las fuentes de este potencial surgen de la magnetizacion M del imén. Por un lado,
la densidad en volumen se obtiene como p,; = V - M, pero como M es uniforme tenemos py; = 0.
Es decir que a lo sumo hay una densidad inducida sobre la superficie del iman. Por otro lado, nos
dicen que M es perpendicular a la seccion del iman. Esto quiere decir que si la superficie del iméan
tiene normales n; y ny (una por cada cara a lo largo del anillo), M es ortogonal a estas. Una idea
de esto se muestra en Fig. 4(a).

1,

n;

Fig. 4(a). Fig. 4(b)

Es decir que alrededor del anillo no se induce carga. Por tiltimo tenemos que ver en las caras donde
estd "quebrado". Como muestra la Fig.3, en ambas caras es M = Mz, paralelo a las normales de
ambas superficies. Notaremos por I a la seccién contenida en 0 < y,2 < a, y Il —a < y,z < 0.
Entonces, en la seccion I, la normal es —2 y M = Myz; entonces o; = M - n = —M,. Como
esta distribucién es no nula tinicamente dentro del cuadradito de lado a, la forma funcional de la
distribucion es

or(y,z) = —MyO(y)O(a — y)O(2)O(a — z),

donde O(z) es la funcién escalén® Sin embargo no es necesario tener esta expresién siempre que
recordemos que la distribucion restringira los intervalos de integracion.

Anélogamente, para la secciéon I, con normal , es
o1y, 2) = Mo®(—y)O(a + y)O(-2)O(a + z).

Dado que tenemos la distribucion de carga en todo el espacio, integraremos la funcién de Green en
coordenadas cartesianas. Y como la distribuciéon esta en el plano x = 0, necesitamos la que tiene
la forma

1 . N , /
Gp(r,r’) ://dkydkz%k pik=(2=2") giky (y—y') o=k |z—2'|

"O(x) =1siz >0y 0(x) =0 para x < 0.



donde k, = \/kZ + k2. Es claro que cada densidad superficial me hara integrar r’ en cada cuadra-
dito, es decir que voy a tener que hacer dos integrales. Llamo ®_(r) al potencial generado por el
cuadradito de la seccion I, y @, (r) al generado por el cuadradito de la seccion II. Antes de calcular
nada notemos que si conociera el potencial de un cuadradito de lado a centrado en el origen con
densidad uniforme My, llamemoslo ®y(r); entonces @ es el potencial generado por ese cuadradito
pero desplazado en la direccion —§(2 + 7). Es decir que @, (r) = ®o(r + §(2 + 9)). Y por un
razonamiento idéntico, es ®_(r) = —®o(r — (2 + 7)). Entonces, me basta con determinar ®(r)
para obtener

D(r) = @ (r) + @ (1) = Do (r+ S(7+2))) — @ (x - S+ )

N

Hagamos eso. $y(r) es

Mo/ dy/ dz'Gp(r,y' )+ 2'2)

o

2

_ —0//dkydkzkieikzzeikyye_kmlr /2 dyle_ikyy// dZ/ ik, 2!
T -~ _a
2

kya
— €

.kya .kya
) , Y — 2 e ¢
_ MO dk dkziezkzzezkyye—kﬂz\ € e’ €
- v ik, ik,

= —2M0 / / dkydkz sin (kya/2) eikyy sin <];Za/2) eikzz e_]:w|$|

7kz|:r:\

//dk dk.sinc(k,a/2)e™*¥sinc(k,a/2)e ik.2€ =

[N]1S) w‘g
(SIS M\@

otk (5=2") by (y=y') ka2l

e

-kya
L)

Y

M()(l

Po(r) =

donde definimos el seno cardinal sinc(z) = 222 Notar también que sinc(z) es par, i.e. sinc(—z) =

sinc(z). Por lo tanto, haciendo el cambio de variable k — —k en cada integrando, ®y(r) también
es
_kr|z‘

Oy(r) = oa” //dk‘ dksinc(kya/2)e “kvsine(k,a/2)e ~ikez® —

Aprovecharemos esto fuertemente para poder escribir el potencial de la forma méas compacta posi-
ble, y dejando en claro ademaés que es un potencial real. Esto lo haremos escribiendo

P(r) = %cbo (r—l— g(g)+2))> + 1<I>0 (r+ g(?)+2))> — %cbo (r — g(g)+ 2)) — %@0 (r — g(g+2))

2 2
—kx|:5\
O(r //dk dksinc(kya/2)sinc(k, a/2)
[zk WE) e (48) | () ke () _ gik(u—5) giksle—§) _ by y=§) ik =5)]

Veamos que los factores dentro del corchete se pueden reducir a una funcion real.
etky(yt3) pik=(243) _ piky(y—5) gikz(2=3) | o—iky(y+3) g—ik=(z+5) _ o—iky(y—3) o—ikz(2—3)
— ¢l i(kyy+k=z) ( zky2e ik e—zk’y§6 3 z2) +e i(kyy+k-z) (e—ik’y%e—ik’z% . eikygeikz%>
( (kyy+kzz) e—z(kyy+kzz)) (ei(ky+kz)% — e (ky+kz)%)
( i(kyyt+kz2z) _ efi(knyrkzz)) (ei(ky+kz)g _ e—i(ky+kz)%)
24 24
= —4sin (kyy + k.2) sin ((k, + k.)a/2)




Finalmente, el potencial es

]{;Z k kz —w/kg-f—kzkr:\
//dk dk smc( )smc( 2a> sin (kyy+kzz) sin (( y—; )a> e\/m

Teniendo el potencial, el campo magnético es| H(r) = =V ®(r)|= H,(r)z+ H,(r)y+ H.(r)2. Estas
componentes son

2

2
oa . kya ' kz ' (k’y +kz)a 6—wk§+k§|x\
H,(r) = — //dk;ydkzsmc(T) smc< 5 )ky cos (kyy + k.z) sin ( 9 2T R2

2 k.
H,(r) = %//dkydkzsinc(%a) sinc

(ky + /{:Z)a> e~ VEi+Ral
B(r) H(r) — 47M(r) r dentro del iman
v= H(r) r fuera del iman

H,(r) = ——81gn //dk dk,sinc < )smc (%) sin (kyy + k.2) sin ((ky + kZ)CL)e_\/"%*—kg'I

S

ol
N
Q

)kz cos (kyy + k.z) sin ( 5

Para graficar la lineas de H bastaba con notar que las fuentes de campos eran dos distribuciones
uniformes idénticas de signo contrario, y que a primer orden las lineas de campo son las de un
dipolo. Al mismo tiempo daba una idea de hacia donde apuntaba m. Y dada la forma poco clara
de parametrizar M, queda de lado ese gréfico®.

Z A

Gréfico aproximado del campo H.

Sabemos que el campo magnético no tiene término monopolar. En principio basta con decir que el
momento monopolar es nulo, pero incluso podemos calcularlo. Este va a estar asociado a la densidad
de carga eléctrica equivalente, la cual para ser consistente debe ser neutra. Y esto en efecto ocurre.

Cada cuadradito tiene inducido My y — M, en un area a? idéntica; entonces | Q = Mya? — Mya? = 0|,

Por ultimo, el momento dipolar lo obtendremos de la densidad o(y, 2) = o/(y, 2) + or1(y, 2). Por
la simetria del problema es claro que m, = 0. Calculemos otra, por ejemplo m..

0 2

a a 0 0 a a 2
m. :/ dy/ dzo(y, 2)z :/ dy/ dzMoz—/ dy/ dzMyz = Mya (%
—a —a —a —a 0 0 —

Analogamente podemos calcular m,, para obtener |\ m = —Moa®(§ + 2) |.

5Algo aclarado durante el parcial.



Formulas tiles

Salp =) = [ kAL Akn) gk

%(m — k) /0 N pJ(kp)J, (K p)dp

1 s /
56— ¢) = 5= > e

0 [ impar
PI(O) = (—1)% (1—-1)!

T [ par
22 2°
a +oo
Jo(z)dz =2 " T (a)
0 k=0

/Oa Ji(x)dx =1 — Jy(a)
/Oa zJo(x)dx = aJy(a)

/Oa 22 Ji(2)dr = a® Jo(a)

a ) B 9 o J2k+1(a)
| a*iaye =~ 2 1)@k 5)

1 [t - /
P dke* =) = §(z — )
m

—0o0

27
/ ez’(u—,/)so d(p =210,
0

1
2
P Pl = !’
/_1 l(l’) l(&?)dl‘ 2l—|—15ll
P)=1 . P@=z , Pr)= (1)

/ cos(nmz/a) cos(mmzx/a)dr = adpy, (2a sin=m =0)
/ sen (nmx/a) sen (mrx/a) dx = a by
/ cos(nmzx/a) cos(mmz/a)dx = génm (asin=m=0)
0

/ sen (nmzx/a) sen (mrx/a) dx = %5nm
0
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