Fisica Teodrica 1 - Practica

Integracién directa y superposicién.
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Integracion directa

En ausencia de contornos podemos calcular los campos por integracién directa como

Integral de Poisson

Bw) = [ @) BT

=P
B = [ drott) F0)

S
r) = / I'/ (I'—I‘/)
E(r) = Cdl)\( )‘r_r,|3

E'(r) = RE(R 'r)
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Integracion directa

En ausencia de contornos podemos calcular los campos por integracién directa como

Integral de Poisson Ley de Biot-Savart
(r—1')
E(r) = / 1’ p(r') —
v =] B =+ [ i) < E0)
(r— 1) cJy |r — 1’|
E(I‘) = / dQTIO'(I‘/)| /|3 1 /
r—r —
o B(r) = f/ d*r'k(r") x fr=r)
(r—1') cJs v —r'[3
E(I‘) = dl/)\(I'/) ‘I‘ I./|3 1 ( /)
c — ’ r—r
B(r)=- ¢ Idl
(I’) c fé dr’ x |I' _ I‘"3

E'(r) = RE(R 'r)
B'(r) = det(R) RB(R 'r)
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Problema 4

Ejercicio 4:  Un solenoide de seccion circular tiene largo L, radio a, n vueltas por unidad de
longitud y corriente /.

5, ; 62

-
=]
v Y

1. Demostrar que el campo magnético a lo largo del eje es:

2mnl
B= %(cosal + cos6;) 2,

donde 6; y 8, se muestran en la figura y el eje z coincide con el eje del solenocide. Con-
siderar el limite en que L — oo y comparar con el resultado del problema (2.f).
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Problema 4

Vamos a calcular el campo por integracién directa como

B(r) = }/SdQT’n(r’) X

c

(r—r')

r—rp
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Problema 4

Vamos a calcular el campo por integracién directa como

B(r) = }/Sdzr’n(r’) < r=r)

c |r — /|3

Para ello usaremos coordenadas cilindricas con el origen en el medio del cilindro.
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Problema 4

Vamos a calcular el campo por integracién directa como

B(r) = }/Sdz’f’/li(l‘/) X

c

(r—r')

r—rp

Para ello usaremos coordenadas cilindricas con el origen en el medio del cilindro. Sabiendo que
la densidad de vueltas es n = % la densidad de corriente superficial vendrd dada por

K(r) = ¢nI0(L/2 — |2)).
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Problema 4

La integral de superficie se escribe como

27 L/2
/dzr’—>/ d(p/
L/2
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Problema 4

La integral de superficie se escribe como

27 L/2
/ d*r’ — / dy’ /
L/2
La superficie sobre la que integramos es el cilindro que lo podemos parametrizar como

(¢, 2) = ap(¢) + 2%

6/26



Problema 4

La integral de superficie se escribe como

27 L/2

/ d*r’ — / dy’ /
L/2
La superficie sobre la que integramos es el cilindro que lo podemos parametrizar como
(¢, 2") = ap(¢’) + 2’2

Asi como el punto de observacidén que nos interesa es el eje del cilindro r = 22 tenemos

v —r'| = /(2 — 2/)%2 + a?
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Problema 4

La integral de superficie se escribe como

27 L/2
/ d*r’ — / dy’ /
L/2
La superficie sobre la que integramos es el cilindro que lo podemos parametrizar como
(¢, 2") = ap(¢’) + 2’2
Asi como el punto de observacidén que nos interesa es el eje del cilindro r = 22 tenemos
v —r'| = /(2 — 2/)%2 + a?
Y ya podemos calcular el integrando

RI)x (r—1)=nlpx[(z—2)2—ap] =nl[(z—2)p+aZ]0(]z — L/2|)
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Problema 4

La integral de superficie se escribe como

2 L/2
/ d*r’ — / dy’ /
L/2
La superficie sobre la que integramos es el cilindro que lo podemos parametrizar como
r'(¢',2) = ap(y’) + 22
Asi como el punto de observacidén que nos interesa es el eje del cilindro r = 22 tenemos
v —r'| = /(2 — 2/)%2 + a?
Y ya podemos calcular el integrando
k') x (r—1)=nlp x [(z—2")2—ap) =nl[(z—2)p+az]0(|]z — L/2|)

Notemos que esto ya nos dice que el campo no tiene componente en .
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Problema 4

La integral de superficie se escribe como

2 L/2
/ d*r’ — / dy’ /
L/2
La superficie sobre la que integramos es el cilindro que lo podemos parametrizar como
r'(¢',2) = ap(y’) + 22
Asi como el punto de observacidén que nos interesa es el eje del cilindro r = 22 tenemos
v —r'| = /(2 — 2/)%2 + a?
Y ya podemos calcular el integrando
k') x (r—1)=nlp x [(z—2")2—ap) =nl[(z—2)p+az]0(|]z — L/2|)

Notemos que esto ya nos dice que el campo no tiene componente en (. (También podriamos
haber usado la densidad de corriente j(r) = $2L5(r — a)f(|z — L/2]))
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Problema 4

Juntando los resultados anteriores tenemos

Ia2 27 L/2 1
B,(0,0,z) na / dg@/ 373
0 L/2 (z —2")2 4+ a?]
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Problema 4

Juntando los resultados anteriores tenemos
Ta2 [27 L/2 1
B,(0,0,z) na / dg@/ 373
0 L/2 z—z’)2 + a?]

La integral se puede calcular como

Z -z

1
/dz c— 22+ P @[(z— )2 +a] /%
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Problema 4

Juntando los resultados anteriores tenemos
Ta2 [27 L/2 1
B,(0,0,z) na / dg@/ 373
0 L/2 z—z’)2 + a?]

La integral se puede calcular como

Z -z

1
/dz c— 22+ P @[(z— )2 +a] /%

Reemplazando obtenemos el campo magnético
Ia?_ 1 L/2— L/2 +
B.(0,0,2) = "% on— [2-z 2+
c @ | \J(L)2-224+a2 /(L/2+2)?+a?
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Problema 4

Juntando los resultados anteriores tenemos
Ta2 [27 L/2 1
B,(0,0,z) na / dg@/ 373
0 L/2 z—z’)2 + a?]

La integral se puede calcular como

Z -z

1
/dz c— 22+ P @[(z— )2 +a] /%

Reemplazando obtenemos el campo magnético
Ia?_ 1 L/2— L/2 +
B.(0,0,2) = "% on— [2-z 2+
c @ | \J(L)2-224+a2 /(L/2+2)?+a?

B.(0,0,2) =

[cos B1 + cos 05]
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Problema 4

Juntando los resultados anteriores tenemos
Ta2 [27 L/2 1
B,(0,0,z) na / dg@/ 373
0 L/2 z—z’)2 + a?]

La integral se puede calcular como

Z -z

1
/dz c— 22+ P @[(z— )2 +a] /%

Reemplazando obtenemos el campo magnético

B.(0,0, ) nIa22 1 L/2 -2 L/2+ =
2\U, U, 2) = ——2aTm—
c a | J(L/2-2)2+a?  J(L/2+2)? + a2
I
B.(0,0,2) = m [cos 61 + cos 2]

Tomando el limite del cilindro infinito recuperamos el resultado

4dmnl
BZ(O,O,Z) —7L—oco ik .
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Problema 4

2. Sielsolenoide es largo (a < L), demostrar que la componente radial del campo magnético

es

B ~ 967nl (922,0)
°T ¢ L+ )

vélida hasta segundo orden en a/L para puntos cercanos al centro del solencide (z <
L, p < a). En esta expresion el origen de coordenadas coincide con el centro geométrico

del solenoide.
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Problema 4

Vamos a calcular el limite del campo cerca del eje, para lo cual podemos expandir al campo
como
By(p,z) = ao + app + *+a..2” +
olpy2) = a0+ app+azz+ appp Arz2” + Qpp2 + ...

B.(p,z) =byg+byp+ b2+ bppp2 +b,.22+ bpzpz + ...
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Problema 4

Vamos a calcular el limite del campo cerca del eje, para lo cual podemos expandir al campo
como

B,(p,z) =ao+app+a.z+ appp2 +a,,22+ apzpz + ...
B.(p,z) =byg+byp+ b2+ bppp2 +b,.22+ bpzpz + ...

Podemos usar las simetrias para encontrar algunos coeficientes.

Reflejar respecto de z = 0 es una simetria de la corriente, entonces tenemos
B(/Oa Z) = _RZB(p7 _Z) =-R, (Bzv pr Bcp)(pa _Z) = (Bzv _Bpa _Bsa)(pa _Z) .
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Problema 4

Vamos a calcular el limite del campo cerca del eje, para lo cual podemos expandir al campo
como

B,(p,z) =ao+app+a.z+ a,,pp2 +a,,22+ apzpz + ...
B.(p,z) =byg+byp+ b2+ bppp2 +b,.22+ bpzpz + ...

Podemos usar las simetrias para encontrar algunos coeficientes.

Reflejar respecto de z = 0 es una simetria de la corriente, entonces tenemos
B(ﬂ, Z) = _RZB(p7 _Z) =-R, (Bzv pr Bcp)(pa _Z) = (Bzv _Bpa _Bt,a)(pa _Z) .

En particular B,(p,2) = —B,(p,—2) = ay =a, =a,, =a.. =0
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Problema 4

Ademas tenemos
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Problema 4

Ademas tenemos
Bz(p7 Z) = Bz(p» _Z) = b, = bpz = 0.

Ya vimos ademas que B,(0,0,z) =0

= B,(p=0,2)=a.2=0 = a.=0
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Problema 4

Ademas tenemos
Bz(p7 Z) = Bz(p» _Z) = b, = bpz = 0.

Ya vimos ademas que B,(0,0,z) =0
= B,(p=0,2)=a.2=0 = a.=0

Nos queda
B,(p,z) = ap.pz + ...
B.(p,2) = by +byp+bppp® +b.2% + ...

10/26



Problema 4

Ademas tenemos

Bz(p7 z) = Bz(pv _Z) = b, = bpz =0.
Ya vimos ademas que B,(0,0,z) =0

= B,(p=0,2)=a.2=0 = a.=0
Nos queda

B,(p,z) = ap.pz + ...

B.(p,2) = by +byp+bppp® +b.2% + ...

Usando la divergencia tenemos

10 0B,
V-B=_(0B,) +

=0
pop
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Problema 4

Ademas tenemos

Bz(p7 z) = Bz(pv _Z) = b, = bpz =0.
Ya vimos ademas que B,(0,0,z) =0

= B,(p=0,2)=a.2=0 = a.=0
Nos queda

B,(p,z) = ap.pz + ...

B.(p,2) = by +byp+bppp® +b.2% + ...

Usando la divergencia tenemos

10 0B,
V-B=_(0B,) +

=0
pop

10 0
;%(Papzpz) + &(bo +bpp + bﬂpp2 +b..2%) =0

10/26



Problema 4

Ademas tenemos

Bz(p7 z) = Bz(pv _Z) = b, = bpz =0.
Ya vimos ademas que B,(0,0,z) =0

= B,(p=0,2)=a.2=0 = a.=0
Nos queda

B,(p,z) = ap.pz + ...

B.(p,2) = by +byp+bppp® +b.2% + ...

Usando la divergencia tenemos

10 0B,
V-B=_(0B,) +

=0
pop

10 0
;%(Papzpz) + &(bo +bpp + bﬂpp2 +b..2%) =0

205,24 2b,,2 =0 = ap, = —b,,
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Problema 4

Adema d
emds usando o v _QB_Q
= o= by

B,
0z
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Problema 4

Adema d
emds usando o v _QB_Q
= o= by

B,
0z

0 0
0= 5-(ap:pz+..) = 87)(190 +bpp + bppp” + b2227)
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Problema 4

Adema d
emds usando o v _QB_Q
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Problema 4

Adema d
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Problema 4

Adema d
emds usando o v _QB_Q
= o= oy

B,
0z

0 0
0= 5-(ap:pz+..) = 87)(190 +bpp + bppp” + b2227)

0=as.p— (bp + prpp)

= ap; = 2by,, b, =0

Juntando todos estos resultados tenemos

B,(p,z) = =bszpz + ...

1
B.(p,z) = by — §bzzp2 +b,..22+ ...
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Problema 4

Notemos que lo que el ejercicio nos pide es justamente el coeficiente b,, que es el coeficiente
de orden 2 en la expansién de Taylor de B,(p = 0, z) pero ya conocemos esta funcidn.
Podemos calcularlo como

b 71872B| 777rnI 3a2L
992 AT T T (L2 A+ a?)5)?
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Problema 4

Notemos que lo que el ejercicio nos pide es justamente el coeficiente b,, que es el coeficiente
de orden 2 en la expansién de Taylor de B,(p = 0, z) pero ya conocemos esta funcidn.
Podemos calcularlo como

b 71872B| 777rnI 3a2L
992 AT T T (L2 A+ a?)5)?

Entonces el campo cerca del origen es

mnlpz 3a’L
¢ (L%/4+a2)5/2°

By(p, z) =
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Problema 4

Notemos que lo que el ejercicio nos pide es justamente el coeficiente b,, que es el coeficiente
de orden 2 en la expansién de Taylor de B,(p = 0, z) pero ya conocemos esta funcidn.
Podemos calcularlo como

b 71872B| 777rnI 3a2L
992 AT T T (L2 A+ a?)5)?

Entonces el campo cerca del origen es

mnlpz 3a’L
By(p, z) = ¢ (L2/A+a2)5/2

si ademas consideramos un solenoide largo a < L tenemos

96mnl (a’pz
Bylp.2) T ().
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Superposicion

Ecuacién de Poisson

V?®(x) = —4mp(x), xE€B
Olop = f

Tiene solucién y es Unica.
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Superposicion

Ecuacién de Poisson

V?®(x) = —4mp(x), xE€B
Olop = f

Tiene solucién y es Unica.

V20, = —4d71p1, ®lop = fi
V2®y = —dmps, Plop = f2

p=p1+p2
f=f+f

= V20, + V20, = —4mpy — Ampsg
V2 (D) + ®y)

—4m (p1 + p2) = —4mp

Tomando
D =P, + Py

se satisface Poisson y se satisface la condi-
cién de contorno

Plop = Pilop + Polo = fL + fo = f,

es decir, @ es la (dnica) solucién.
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Superposicion

Ecuacién de Poisson

V?®(x) = —4mp(x), xE€B
Olop = f

Tiene solucién y es Unica.

V20, = —4d71p1, ®lop = fi
V2®y = —dmps, Plop = f2

p=p1+p2
f=f+f

= V20, + V20, = —4mpy — Ampsg
V2 (D) + ®y)

—4m (p1 + p2) = —4mp

Tomando
D =P, + Py

se satisface Poisson y se satisface la condi-
cién de contorno

Plop = Pilop + P2lop = fr+ f2= [,
es decir, @ es la (lnica) solucién. Ademads
E=-V®=-V®, -V, =E; + Es.

Lo mismo vale cambiando ® por /_fy p por

-

J-
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Problema 6

Ejercicio 6: Un cilindro infinito de radio a tiene una densidad uniforme de carga, salvo a
lo largo de una cavidad cilindrica de radio b, que corre paralela al eje del cilindro. El eje de la
cavidad estd a una distancia d del eje del cilindro, tal que d + b < a.

1. Calcular el campo eléctrico dentro de la cavidad.
2. Sienlugar de tener una densidad de carga uniforme, el cilindro transportase una corriente
uniforme paralela a su eje, calcular el campo magnético dentro de |a cavidad.
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Problema 6

Campo de un cilindro macizo de densidad uniforme p y radio a.

Tomando una superficie de gauss calculamos el campo de un cilindro macizo

f Ecy - dS = 47Qenc
C
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Problema 6

Campo de un cilindro macizo de densidad uniforme p y radio a.

Tomando una superficie de gauss calculamos el campo de un cilindro macizo

f Ecn - dS = 4mQenc
ol

sir<a
Ec(r)2r|r|L = 4n(pr|r|? L) = Ecu(r) = 2mp|r]
sir>a )
Ecp(r)2n|r|L = 47r(p7ra2L) = Ecu(r) = 27Tp|aT
r
2mp|r|? ,r<a 2mpr ,r<a
ECM(P) - a? A = 2
27rpmr ,r>a 27rp|3ﬁr ,r>a
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Problema 6

_ ) P p1+p2 .
P cilindro - ™
b a ‘;‘" ‘ / \'\.‘
d r | S~ ‘\
P2 \ /
- cavidad \\ //
~ e
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Problema 6

P1 P+ p2

P cilindro
L e
d r
P2
—p L

cavidad

E; =Ecum(r) deradio ay E; = E¢p(r — d) de radio b
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Problema 6

P1 P+ p2

cilindro
b a d L
%

d r
P2
—p L

cavidad

E; = Ecum(r) de radio a y E; = E¢p(r — d) de radio b En todo el espacio vale que

E(r) = Ei(r) + Ex(r) (1)
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Problema 6

P1 P+ p2

d r
P2
—p L

cavidad

E; = Ecum(r) de radio a y E; = E¢p(r — d) de radio b En todo el espacio vale que
E(r) = Bx(r) + Ea(r) (1)
y dentro del cilindro chico que a su vez estd adentro del grande el campo es
E(r) = 2mpr — 27p(r — d) = 2wpd

que es una constante.
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Problema 6

b) En vez de tener un cilindro cargado, circula una corriente total I.
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Problema 6

b) En vez de tener un cilindro cargado, circula una corriente total I.

Campo del cilindro completo

4 4 2
B2rr = f{ B.-dl= [, — 7™
C C

c ma?

QITA_ 21 |

—5Z X7r

= B = — =
1 (I‘) ca2 ¥ ca2

Campo del cilindro desplazado con corriente opuesta

21 21
= rA———éx(r—d)

Z o=
ca? ca?

BQ (I’)
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Problema 6

b) En vez de tener un cilindro cargado, circula una corriente total I.

Campo del cilindro completo

4 4 2
B2rr = f{ B.-dl= [, — 7™
C C

c ma?

r

2Ir | 21 |
= —ZXr

= B = — =
1 (I‘) ca2 ¥ ca2

Campo del cilindro desplazado con corriente opuesta

2Ir | 21
Bs(r) = P e e (r—d)
Por superposicién el campo total es
I,
B(r) =By (r) + By(r) = a3t X d
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Problema 6

Los campos son constantes dentro del hueco

o p+p2

cilindro
b @ a4~
| T

d r
P2
P

cavidad
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Problema 8

A



Problem 8 a)

Cascaron esférico con densidad de carga unifor-
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Problem 8 a)

Cascaron esférico con densidad de carga unifor-

. - me o.
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Problem 8 a)
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Problema 8 a)

Para que el potencial sea continuo

El cascaron a potencial V en r = a debe
ser esférico

v
V=0(r=a) %:>Q:Va 7
\%4 ,r<a
Sy(r) =9
o T >a
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Problema 8 b)

Agregamos
satisface

con

Entonces la solucidn es

p2(r) = Qi(r)

Vi0y(r) =0, r>b

r
p=p1+p2
0=®(r=0)=01(r=0)+D2(r=10)
0= Q + E%%, = Q2=—Q
0 ,m<b
P(r) =P + P2 = %—i—% b<r<a
Lt T>a
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Problema 8 b)
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