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Integración directa

En ausencia de contornos podemos calcular los campos por integración directa como

Integral de Poisson

E(r) =

∫
V

d3r′ρ(r′)
(r− r′)

|r− r′|3

E(r) =

∫
S

d2r′σ(r′)
(r− r′)

|r− r′|3

E(r) =

∫
C
dl′λ(r′)

(r− r′)

|r− r′|3

E′(r) = RE(R−1r)

Ley de Biot-Savart

B(r) =
1

c

∫
V

d3r′j(r′)× (r− r′)

|r− r′|3

B(r) =
1

c

∫
S

d2r′κ(r′)× (r− r′)

|r− r′|3

B(r) =
1

c

∮
C
Idl′ × (r− r′)

|r− r′|3

B′(r) = det(R) RB(R−1r)
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Problema 4
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Problema 4

Vamos a calcular el campo por integración directa como

B(r) =
1

c

∫
S

d2r′κ(r′)× (r− r′)

|r− r′|3
.

Para ello usaremos coordenadas ciĺındricas con el origen en el medio del cilindro. Sabiendo que

la densidad de vueltas es n = N
L , la densidad de corriente superficial vendrá dada por

κ(r) = ϕ̂nIθ(L/2− |z|).
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Problema 4

La integral de superficie se escribe como∫
S

d2r′ →
∫ 2π

0

dϕ′
∫ L/2

−L/2
dz′

La superficie sobre la que integramos es el cilindro que lo podemos parametrizar como

r′(ϕ′, z′) = aρ̂(ϕ′) + z′ẑ

Aśı como el punto de observación que nos interesa es el eje del cilindro r = zẑ tenemos

|r− r′| =
√

(z − z′)2 + a2

Y ya podemos calcular el integrando

κ(r′)× (r− r′) = nIϕ̂× [(z − z′)ẑ − aρ̂] = nI [(z − z′)ρ̂+ aẑ] θ(|z − L/2|)

Notemos que esto ya nos dice que el campo no tiene componente en ϕ̂. (También podŕıamos

haber usado la densidad de corriente j(r) = ϕ̂nIa δ(r − a)θ(|z − L/2|))
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Notemos que esto ya nos dice que el campo no tiene componente en ϕ̂. (También podŕıamos
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Aśı como el punto de observación que nos interesa es el eje del cilindro r = zẑ tenemos

|r− r′| =
√

(z − z′)2 + a2

Y ya podemos calcular el integrando
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Problema 4

Juntando los resultados anteriores tenemos

Bz(0, 0, z) =
nIa2

c

∫ 2π

0

dϕ

∫ L/2

−L/2
dz′

1

[(z − z′)2 + a2]
3/2

.

La integral se puede calcular como∫
dz′

1

[(z − z′)2 + a2]
3/2

=
z′ − z

a2 [(z − z′)2 + a2]
1/2

.

Reemplazando obtenemos el campo magnético

Bz(0, 0, z) =
nIa2

c
2π

1

a2

[
L/2− z√

(L/2− z)2 + a2
+

L/2 + z√
(L/2 + z)2 + a2

]

Bz(0, 0, z) =
2πnI

c
[cos θ1 + cos θ2]

Tomando el ĺımite del cilindro infinito recuperamos el resultado

Bz(0, 0, z) −→L→∞
4πnI

c
.
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Tomando el ĺımite del cilindro infinito recuperamos el resultado

Bz(0, 0, z) −→L→∞
4πnI

c
.

7/26



Problema 4

Juntando los resultados anteriores tenemos

Bz(0, 0, z) =
nIa2

c

∫ 2π

0

dϕ

∫ L/2

−L/2
dz′

1

[(z − z′)2 + a2]
3/2

.

La integral se puede calcular como∫
dz′

1

[(z − z′)2 + a2]
3/2

=
z′ − z

a2 [(z − z′)2 + a2]
1/2

.

Reemplazando obtenemos el campo magnético
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Problema 4

Vamos a calcular el ĺımite del campo cerca del eje, para lo cual podemos expandir al campo

como

Bρ(ρ, z) = a0 + aρρ+ azz + aρρρ
2 + azzz

2 + aρzρz + ...

Bz(ρ, z) = b0 + bρρ+ bzz + bρρρ
2 + bzzz

2 + bρzρz + ...

Podemos usar las simetŕıas para encontrar algunos coeficientes.

Reflejar respecto de z = 0 es una simetŕıa de la corriente, entonces tenemos

B(ρ, z) = −RzB(ρ,−z) = −Rz(Bz, Bρ, Bϕ)(ρ,−z) = (Bz,−Bρ,−Bϕ)(ρ,−z) .

En particular Bρ(ρ, z) = −Bρ(ρ,−z) =⇒ a0 = aρ = aρρ = azz = 0
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Problema 4

Además tenemos

Bz(ρ, z) = Bz(ρ,−z) =⇒ bz = bρz = 0.

Ya vimos además que Bρ(0, 0, z) = 0

=⇒ Bρ(ρ = 0, z) = azz = 0 =⇒ az = 0

Nos queda

Bρ(ρ, z) = aρzρz + ...

Bz(ρ, z) = b0 + bρρ+ bρρρ
2 + bzzz

2 + ...

Usando la divergencia tenemos

∇ ·B =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρBρ) +

∂Bz
∂z

= 0

1

ρ

∂

∂ρ
(ρaρzρz) +

∂

∂z
(b0 + bρρ+ bρρρ

2 + bzzz
2) = 0

2aρzz + 2bzzz = 0 =⇒ aρz = −bzz

10/26



Problema 4

Además tenemos

Bz(ρ, z) = Bz(ρ,−z) =⇒ bz = bρz = 0.

Ya vimos además que Bρ(0, 0, z) = 0

=⇒ Bρ(ρ = 0, z) = azz = 0 =⇒ az = 0

Nos queda

Bρ(ρ, z) = aρzρz + ...

Bz(ρ, z) = b0 + bρρ+ bρρρ
2 + bzzz

2 + ...

Usando la divergencia tenemos

∇ ·B =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρBρ) +

∂Bz
∂z

= 0

1

ρ

∂

∂ρ
(ρaρzρz) +

∂

∂z
(b0 + bρρ+ bρρρ

2 + bzzz
2) = 0

2aρzz + 2bzzz = 0 =⇒ aρz = −bzz

10/26



Problema 4

Además tenemos

Bz(ρ, z) = Bz(ρ,−z) =⇒ bz = bρz = 0.

Ya vimos además que Bρ(0, 0, z) = 0

=⇒ Bρ(ρ = 0, z) = azz = 0 =⇒ az = 0

Nos queda

Bρ(ρ, z) = aρzρz + ...

Bz(ρ, z) = b0 + bρρ+ bρρρ
2 + bzzz

2 + ...

Usando la divergencia tenemos

∇ ·B =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρBρ) +

∂Bz
∂z

= 0

1

ρ

∂

∂ρ
(ρaρzρz) +

∂

∂z
(b0 + bρρ+ bρρρ

2 + bzzz
2) = 0

2aρzz + 2bzzz = 0 =⇒ aρz = −bzz

10/26



Problema 4

Además tenemos

Bz(ρ, z) = Bz(ρ,−z) =⇒ bz = bρz = 0.

Ya vimos además que Bρ(0, 0, z) = 0

=⇒ Bρ(ρ = 0, z) = azz = 0 =⇒ az = 0

Nos queda

Bρ(ρ, z) = aρzρz + ...

Bz(ρ, z) = b0 + bρρ+ bρρρ
2 + bzzz

2 + ...

Usando la divergencia tenemos

∇ ·B =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρBρ) +

∂Bz
∂z

= 0

1

ρ

∂

∂ρ
(ρaρzρz) +

∂

∂z
(b0 + bρρ+ bρρρ

2 + bzzz
2) = 0

2aρzz + 2bzzz = 0 =⇒ aρz = −bzz

10/26



Problema 4

Además tenemos

Bz(ρ, z) = Bz(ρ,−z) =⇒ bz = bρz = 0.

Ya vimos además que Bρ(0, 0, z) = 0

=⇒ Bρ(ρ = 0, z) = azz = 0 =⇒ az = 0

Nos queda

Bρ(ρ, z) = aρzρz + ...

Bz(ρ, z) = b0 + bρρ+ bρρρ
2 + bzzz

2 + ...

Usando la divergencia tenemos

∇ ·B =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρBρ) +

∂Bz
∂z

= 0

1

ρ

∂

∂ρ
(ρaρzρz) +

∂

∂z
(b0 + bρρ+ bρρρ

2 + bzzz
2) = 0

2aρzz + 2bzzz = 0 =⇒ aρz = −bzz

10/26



Problema 4

Además tenemos

Bz(ρ, z) = Bz(ρ,−z) =⇒ bz = bρz = 0.

Ya vimos además que Bρ(0, 0, z) = 0

=⇒ Bρ(ρ = 0, z) = azz = 0 =⇒ az = 0

Nos queda

Bρ(ρ, z) = aρzρz + ...

Bz(ρ, z) = b0 + bρρ+ bρρρ
2 + bzzz

2 + ...

Usando la divergencia tenemos

∇ ·B =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρBρ) +

∂Bz
∂z

= 0

1

ρ

∂

∂ρ
(ρaρzρz) +

∂

∂z
(b0 + bρρ+ bρρρ

2 + bzzz
2) = 0

2aρzz + 2bzzz = 0 =⇒ aρz = −bzz

10/26



Problema 4

Además usando

0 = [∇×B]ϕ =
∂

∂z
Bρ −

∂

∂ρ
Bz

0 =
∂

∂z
(aρzρz + ...)− ∂

∂ρ
(b0 + bρρ+ bρρρ

2 + bzzz
2)

0 = aρzρ− (bρ + 2bρρρ)

=⇒ aρz = 2bρρ, bρ = 0

Juntando todos estos resultados tenemos

Bρ(ρ, z) = −bzzρz + ...

Bz(ρ, z) = b0 −
1

2
bzzρ

2 + bzzz
2 + ...
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Problema 4

Notemos que lo que el ejercicio nos pide es justamente el coeficiente bzz que es el coeficiente

de orden 2 en la expansión de Taylor de Bz(ρ = 0, z) pero ya conocemos esta función.

Podemos calcularlo como

bzz =
1

2

∂2

∂z2
Bz|ρ=z=0 = −πnI

c

3a2L

(L2/4 + a2)5/2

Entonces el campo cerca del origen es

Bρ(ρ, z) ≈
πnIρz

c

3a2L

(L2/4 + a2)5/2
.

si además consideramos un solenoide largo a� L tenemos

Bρ(ρ, z) ≈
96πnI

c

(
a2ρz

L4

)
.
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Superposición

Ecuación de Poisson

∇2Φ(x) = −4πρ(x), x ∈ B
Φ|∂B = f

Tiene solución y es única.

∇2Φ1 = −4πρ1, Φ|∂B = f1

∇2Φ2 = −4πρ2, Φ|∂B = f2

ρ = ρ1 + ρ2

f = f1 + f2

=⇒ ∇2Φ1 +∇2Φ2 = −4πρ1 − 4πρ2

∇2 (Φ1 + Φ2) = −4π (ρ1 + ρ2) = −4πρ

Tomando

Φ = Φ1 + Φ2

se satisface Poisson y se satisface la condi-

ción de contorno

Φ|∂B = Φ1|∂B + Φ2|∂B = f1 + f2 = f,

es decir, Φ es la (única) solución. Además

E = −∇Φ = −∇Φ1 −∇Φ2 = E1 + E2.

Lo mismo vale cambiando Φ por ~A y ρ por
~j.
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Problema 6
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Problema 6

Campo de un cilindro macizo de densidad uniforme ρ y radio a.

Tomando una superficie de gauss calculamos el campo de un cilindro macizo∮
Cr

ECM · dS = 4πQenc

si r ≤ a
ECM (r)2π|r|L = 4π(ρπ|r|2L) =⇒ ECM (r) = 2πρ|r|

si r > a

ECM (r)2π|r|L = 4π(ρπa2L) =⇒ ECM (r) = 2πρ
a2

|r|

ECM (r) =

 2πρ|r|r̂
2πρ a

2

|r| r̂

, r ≤ a
, r > a

=

 2πρr

2πρ a2

|r|2 r

, r ≤ a
, r > a
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Problema 6

E1 = ECM (r) de radio a y E2 = ECM (r− d) de radio b En todo el espacio vale que

E(r) = E1(r) + E2(r) (1)

y dentro del cilindro chico que a su vez está adentro del grande el campo es

E(r) = 2πρr− 2πρ(r− d) = 2πρd

que es una constante.
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Problema 6

b) En vez de tener un cilindro cargado, circula una corriente total I.

Campo del cilindro completo

B2πr =

∮
Cr

B · dl =
4π

c
Ienc =

4π

c
I
πr2

πa2

=⇒ B1(r) =
2Ir

ca2
ϕ̂ =

2I

ca2
ẑ × r

Campo del cilindro desplazado con corriente opuesta

B2(r) =
2Ir

ca2
ϕ̂ = − 2I

ca2
ẑ × (r− d)

Por superposición el campo total es

B(r) = B1(r) + B2(r) =
2I

ca2
ẑ × d
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Problema 6

Los campos son constantes dentro del hueco
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Problema 8
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Problem 8 a)

𝜎

𝑟 𝑎
𝐶𝑟

Cascaron esférico con densidad de carga unifor-

me σ.

∮
Cr

E · dS = 4πQenc

Si r ≥ a

E4πr2 = 4π4πa2σ =⇒ E =
4πa2σ

r2

=⇒ E(r) =
4πa2σ

r2
r̂, r ≥ a

=⇒ Φ(r) =
Q

r
, r ≥ a

Q = 4πa2σ

Si r < a∮
Cr

E·dS = 4πQenc = 0 =⇒ E = 0 =⇒ Φ = cte.
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Problema 8 a)

Para que el potencial sea continuo

Φ(r < a) = Φ(r = a) =
Q

a

Φ(r) =

{
Q
a
Q
r

, r < a

, r ≥ a
.

El cascaron a potencial V en r = a debe

ser esférico

V = Φ(r = a) =
Q

a
=⇒ Q = V a

ΦV (r) =

{
V

V a
r

, r < a

, r ≥ a
.

𝑉

𝑎
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Para que el potencial sea continuo

Φ(r < a) = Φ(r = a) =
Q

a

Φ(r) =

{
Q
a
Q
r

, r < a

, r ≥ a
.
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a
=⇒ Q = V a

ΦV (r) =

{
V
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r

, r < a

, r ≥ a
.

𝑉

𝑎

21/26



Problema 8 a)

𝜎

𝑏

𝑎

Queremos resolver

∇2Φ(r) = −4πρ(r), r ≥ b

Φ(r = b) = 0.

(sabemos que Φ = 0 si r ≤ b).

Tomando

ρ1 = σδ(r − a)

y Φ1 como su integral de Poisson satisface

∇2Φ1 = −4πρ1

pero

Φ(r = b) 6= 0.
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Problema 8 b)

Agregamos

ρ2(r) = Qδ(r)

satisface

∇2Φ2(r) = 0, r ≥ b

con

Φ2 =
Q2

r
ρ = ρ1 + ρ2

0 = Φ(r = b) = Φ1(r = b) + Φ2(r = b)

0 =
Q

a
+
Q2

b
=⇒ Q2 = − b

a
Q

Entonces la solución es

Φ(r) = Φ1 + Φ2 =


0

Q
a + Q2

r
Q
r + Q2

r

, r < b

, b ≤ r ≤ a
, r ≥ a
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Problema 8 b)

𝜎

≡

𝑞

𝑉1

≡

𝑞

𝑉2

24/26



Problema 8 b)

𝜎

≡ +

𝑞
𝜎

𝑞

≡𝛷 𝛷𝜎 + 𝛷𝑞

𝑉1

≡

𝑞

𝑉2
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Problema 8 b)

𝜎

≡ +

𝑞
𝜎

𝑞

≡𝛷 𝛷𝜎 + 𝛷𝑞

𝑉1

≡ +

𝑞 𝑞

𝑉2

𝑉1

𝑉2

≡ +

𝑞 𝑉1

+ 𝑉2
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