Fisica Teodrica 1 - Practica

Separacién de variables en coordenadas cartesianas - Regiones no acotadas.
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Regiones no acotadas

Temas a tratar:

e Repaso separacion de variables
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o Problema 7
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Regiones no acotadas

Temas a tratar:

e Repaso separacion de variables

o Problema 7

e Problema 11
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Repaso separacion de variables

Estrategia para resolver problemas por separacién de variables

1. Identificar la geometria del problema: Si hay planos, cartesianas; si hay esferas, esféricas,
si hay cilindros, cilindricas.
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Repaso separacion de variables

Estrategia para resolver problemas por separacién de variables

1. Identificar la geometria del problema: Si hay planos, cartesianas; si hay esferas, esféricas,
si hay cilindros, cilindricas.

2. Encontrar una superficie X (o varias paralelas) con la geometria del problema que
contenga esa densidad de carga.
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si hay cilindros, cilindricas.

2. Encontrar una superficie X (o varias paralelas) con la geometria del problema que

contenga esa densidad de carga.

3. Encontrar una base de soluciones de la ecuacién de Laplace en las regiones del espacio
sin la carga. Procurando tener una base de funciones en las direcciones paralelas a X.
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Repaso separacion de variables

Estrategia para resolver problemas por separacién de variables

1. Identificar la geometria del problema: Si hay planos, cartesianas; si hay esferas, esféricas,
si hay cilindros, cilindricas.

2. Encontrar una superficie X (o varias paralelas) con la geometria del problema que
contenga esa densidad de carga.

3. Encontrar una base de soluciones de la ecuacién de Laplace en las regiones del espacio
sin la carga. Procurando tener una base de funciones en las direcciones paralelas a X.

4. Pegar las soluciones en las distintas regiones usando las condiciones en las interfaces entre
ellas: continuidad y salto de la derivada del potencial.
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Problema 7

Geometria del problema:

z A
/

AES

o a
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Problema 7

Geometria del problema:

z A

AES

Zo
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Los contornos son planos

4

— usamos cartesianas
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Problema 7

Geometria del problema: Varias superficies que contienen a la distri-
bucién de carga:
< A a) Corte XZ
— b) Corte YZ.
v
ED a 2 p
T
11—
{ y v
Ed g
L 1 T x
Los contornos son planos

— usamos cartesianas
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Problema 7- corte XZ

a) Corte XZ

Separamos al espacio en dos regiones: 1) y >0, 1) y <0
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Problema 7- corte XZ

a) Corte XZ

Separamos al espacio en dos regiones: 1) y >0, 1) y < 0 Como en ninguna de las dos

regiones tenemos cargas (porque toda carga estd en y = 0) en ambas debemos resolver la
ecuacién de Laplace

V2¢(X,y,z) =0 (1)

con las condiciones de contorno ®(x =0,y,z) = ®(x = a,y,z) =0 Vy, z.

5/40



Problema 7- corte XZ

Dada la geometria cartesiana del problema buscamos soluciones de la forma

O(x,y,2) = X(x)Y(y)Z(2) ()
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Problema 7- corte XZ

Dada la geometria cartesiana del problema buscamos soluciones de la forma

O(x,y,2) = X(x)Y(y)Z(2) ()

Reemplazamos en Laplace

X"(x)Y(y)Z(2) + X(x)Y"(y)Z(2) + X(x) Y (y)Z2"(2) = 0 (3)
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Problema 7- corte XZ

Dada la geometria cartesiana del problema buscamos soluciones de la forma
O(x,y,2) = X(x)Y(y)Z(2)

Reemplazamos en Laplace

X"(x)Y(¥)Z(2) + X(x)Y"(v)Z(2) + X(x) Y (y)Z"(2) = 0
Dividimos por X(x)Y(y)Z(z)
X'(x) , Y'y)  Z2'(2)

X0) Yy T Z(z) O
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Problema 7- corte XZ
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Reemplazamos en Laplace
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Problema 7- corte XZ

Dada la geometria cartesiana del problema buscamos soluciones de la forma
O(x,y,2) = X(x)Y(y)Z(2) (2)

Reemplazamos en Laplace

X"(x)Y(¥)Z(2) + X(x)Y"(v)Z(2) + X(x) Y (y)Z"(2) = 0 (3)
Dividimos por X(x)Y(y)Z(z)
X'(x) | Y'ly) | Z'(2)

-0 4
X0) T YY) 20 )
Tomando
X"(x) > "(y) Z"(z) 2
= —k; <0, =p, >0, =-q; <0 5
X() vo) P70 7 T )
reemplazando
Py = ki +qz. (6)

Acd nos adelantamos a que necesitamos base de soluciones en x y z al imponer que las
constantes de estas direcciones sean negativas para que formen una base. 6/40



Problema 7- corte XZ

Necesitamos base en XZ (direcciones paralelas a la superficie divisoria y=0) tales que

d(x=0)=d(x=a)=0
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Problema 7- corte XZ

Necesitamos base en XZ (direcciones paralelas a la superficie divisoria y=0) tales que
P(x=0)=d(x=a)=0
Base en X:

X//(X)
X(x)

= k2 = X"(x) + k2X(x) =0 = X(x) = Asin(kx) + B cos(kyx)
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Problema 7- corte XZ

Necesitamos base en XZ (direcciones paralelas a la superficie divisoria y=0) tales que
P(x=0)=d(x=a)=0
Base en X:

X//(X)
X(x)

= k2 = X"(x) + k2X(x) =0 = X(x) = Asin(kx) + B cos(kyx)

O(x=0)=0 — X(x=0)=0 — B=0
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Problema 7- corte XZ

Necesitamos base en XZ (direcciones paralelas a la superficie divisoria y=0) tales que
P(x=0)=d(x=a)=0
Base en X:

X//(X)
X(x)

= k2 = X"(x) + k2X(x) =0 = X(x) = Asin(kx) + B cos(kyx)

O(x=0)=0 — X(x=0)=0 — B=0

O(x =a) =0 = sin(kea) =0 => kea=nr => kn:%7T
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Problema 7- corte XZ

La base en X es entonces
{sin(knx)}nen (M)
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Problema 7- corte XZ

La base en X es entonces
{sin(knx)}nen (M)
Base en Z:
7"(z) ~ q;Z(z) = 0 (8)
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Problema 7- corte XZ

La base en X es entonces
{sin(knx)}nen
Base en Z:
7"(z)-q?Z(z)=0

Como no hay restriccién es esa direccién la base estd dada por

{sin(q,z),cos(q;z)}k,>0 © {eiqzz}qzeue
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Problema 7- corte XZ

La base en X es entonces
{sin(knx)}nen (M)

Base en Z:
Z"(2) - q2Z(z) = 0 (8)

Como no hay restriccién es esa direccién la base estd dada por
{sin(g:2),cos(qz2)} k>0 o {e"}qer (9)
Solucién en Y:
Y'(y) +pa(@:)?Y (y) =0 = Y(y) = Ae™Prl@: 4 Bepr(a)y (10)

recuerden que

pn(qz) =V kr% + qg' (11)
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Problema 7- corte XZ

La base en X es entonces
{sin(knx)}nen

Base en Z:
Z"(2) - q2Z(z) = 0

Como no hay restriccién es esa direccién la base estd dada por
. iq,z
{sin(q,z),cos(q,2)}r,>0 © {€%*}qer
Solucién en Y:

Y'(y) + Pa(a:)?Y (y) =0 = Y(y) = Ae 7@ 4 Bemnla

recuerden que
pn(qz) =V k,% + q3~

Ademds queremos que el pontencial sea finito en el infinito

Oy = +00) =P(y = —o0) < o0
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Problema 7- corte XZ

Entonces para que la solucién en Y sea finita en el infinito

Ae—Pn(az)y y >0

Y too) < Y(y)=
(.y — OO) o0 — (.y) { Bepn(qz)y y < O

9/40



Problema 7- corte XZ

Entonces para que la solucién en Y sea finita en el infinito

Ae—Pn(az)y >0
Yy - +tx) <o = Y(y) = Y (13)
BePr(d:)y <0
La solucién de la ecuacién de Laplace serd entonces alguna combinacién lineal de
X(x)Y(y)Z(z)
) .z ° dq, e Pola:)y gizz gin (k >0
o(y.z)= | P10002) = Nt o dazAn(az)e @ e sin(kyx) -y (14)
Du(x,y,2) =Yty [7o, dazBa(q,)eP(9:)Y €2 sin(kyx) y<0

siendo A,(g.) vy Bn(q,) constantes que determinaremos usando las condiciones en la interfaz
entre las dos regiones, o sea, y = 0.
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Problema 7- corte XZ

Continuidad en y =0

®)(x,y =0,z) = dy(x,y =0,z), Vx,z (15)
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Problema 7- corte XZ

Continuidad en y =0

®)(x,y =0,z) = dy(x,y =0,z), Vx,z (15)

Z/ dq.An(qg,)e ™ sin(k,x) = Z/ dq,B,(q,)e ™ sin(k,x) (16)
n=0" "% n YT

como {e™%Zsin(k,x)} es una base de funciones (es LI)
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Problema 7- corte XZ

Continuidad en y =0

®)(x,y =0,z) = dy(x,y =0,z), Vx,z (15)

Z/ dq.A(q.)e™? sin(k,x) = Z/ dq.B,(q)e* sin(k,x) (16)
n=0" "% n YT
como {e™®%Zsin(k,x)} es una base de funciones (es LI) entonces por unicidad en la escritura

An(qz) = Bn(qz) (17)
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Problema 7- corte XZ

Usando la condiciéon del salto en la derivada tenemos

oe oe
%k* — %b?r =4no (18)
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Problema 7- corte XZ

Usando la condiciéon del salto en la derivada tenemos

oe oe
%k* — %b?r =4no (18)

Usando que la normal a la superficie es n = y y que la densidad de carga superficial es
o(x,z) = Ad(x — a/2)
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Problema 7- corte XZ

Usando la condiciéon del salto en la derivada tenemos

oe oe
%k* — %b?r =4no (18)

Usando que la normal a la superficie es n = y y que la densidad de carga superficial es
o(x,z) = Ad(x — a/2)
oPy 0%,
Ty|y:0* - W|y:0+ = 4mAd(x) (19)
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Problema 7- corte XZ

Usando la condiciéon del salto en la derivada tenemos

oe oe
%k* — %b?r =4no (18)

Usando que la normal a la superficie es n = y y que la densidad de carga superficial es
o(x,z) = Ad(x — a/2)
oPy 0%,
Ty|y:0* - W|}/:OJr = 4mAd(x) (19)
3 / 0 An(G2)pn(k2)e % sin(knx) 3 / 0. An(2) (= pa( ko)) sin(knx) = 47N (x—2/2)
n=0" — n Y —0o0
(20)
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Problema 7- corte XZ

Usando la condiciéon del salto en la derivada tenemos

oP oP
%|z— - %|z+ =4no (18)

Usando que la normal a la superficie es n = y y que la densidad de carga superficial es
o(x,z) = Ad(x — a/2)

o0, o0,
W|y:0— — W|y:0+ = 47T)\6(X) (19)

E /00 dq,An(q.)pn(k,) e sin(k,x)— E /Oo dq.An(q.)(—pn(k.)) e sin(k,x) = 4T A6(x—a/2)
n=0" — n YT
(20)

> / h dg;An(G2)2pn(kz) €% sin(knx) = 4T A8 (x — a/2). (21)
n=0" —>®
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Problema 7- corte XZ

Para despejar A,(q,) usamos la ortogonalidad de la base

/ dzeld:Z g—id,z _ 216(qz — qy) (2)

—00
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Problema 7- corte XZ

Para despejar A,(q,) usamos la ortogonalidad de la base

/ dze®*e” % = 2m6(q; — )

—00

/ dx sin(ky,x) sin(k,x) = gé,,m
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Problema 7- corte XZ

Para despejar A,(q,) usamos la ortogonalidad de la base

0 . .
/ dze"*e™"%* = 2m9(q. — q)

—00

/ dx sin(ky,x) sin(k,x) = gé,,m

/ dx sin(kpmx) / dze %7 % (21)
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Problema 7- corte XZ

Para despejar A,(q,) usamos la ortogonalidad de la base

0 . .
/ dze"*e™"%* = 2m9(q. — q)

—00

/ dx sin(ky,x) sin(k,x) = gé,,m

/ dx sin(kpmx) / dze %7 % (21)

Am(q;)2pm§27r = / dx sin(kmx)/ dze 4T NS (x — a/2)
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Problema 7- corte XZ

Para despejar A,(q,) usamos la ortogonalidad de la base

0 . .
/ dze"*e™"%* = 2m9(q. — q)

—00

/ dx sin(ky,x) sin(k,x) = gé,,m

/ dx sin(kpmx) / dze %7 % (21)
Am(q;)2pm§27r:/ dxsin(kmx)/ dze 4T NS (x — a/2)

Am(q.)2pm3 27 = sin(kn)270(qL )47\
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Problema 7- corte XZ

Para despejar A,(q,) usamos la ortogonalidad de la base

0 . .
/ dze"*e™"%* = 2m9(q. — q)

—00

/ dx sin(ky,x) sin(k,x) = gé,,m

/ dx sin(kpmx) / dze %7 % (21)
Am(q;)2pm§27r:/ dxsin(kmx)/ dze 4T NS (x — a/2)

Am(q.)2pm3 27 = sin(kn)270(qL )47\

sin(km2)d(q.)4mA
An(z) = p,i(q’)a
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Problema 7- corte XZ

Reemplazando

O(x.y.2) = Sooco J7o, da:An(qz)ePrl9)Y =2 sin((kyx) y>0
n Of dqz qz)epn(qz)}’e’cb s|n( nX) y <0

_Z/ dq, An(gs)ePr(alY g2 gin (k,x)

— Z/ SintkZ )0t A e Pr(a)lYl g2 5jn (K, x)
pn(qz)a
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Problema 7- corte XZ

La integral de la delta nos hace evaluar en g, = 0. Recordando que

pn(0) = /02 + k2 = k, = %ﬂ (31)
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Problema 7- corte XZ

La integral de la delta nos hace evaluar en g, = 0. Recordando que

pn(0) = /02 + k2 = k, = %ﬂ (31)

— 4
(x,y,z 7%, a sm(k'x) —nmlyl/a (32)
n=0
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Problema 7- corte XZ

La integral de la delta nos hace evaluar en g, = 0. Recordando que

pn(0) = /0% + k2 = k, = —

o0
)\
(x,y,z 7 a sm(k x)e~nmlvl/a
n=0

i Tiene sentido? Dependencias, simetrias, unidades.
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Problema 7- corte YZ

b) Corte YZ

Necesitamos base en z y en y. Como ademds no tenemos condiciones de contorno en estas
direcciones podemos tomar la base

{eipyy7 eiqzz}py,qzeﬂ? (33)
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Problema 7- corte YZ

b) Corte YZ

Necesitamos base en z y en y. Como ademds no tenemos condiciones de contorno en estas
direcciones podemos tomar la base

{eP7, €%}, q.cr (33)

mientras que en la direccién X la base de soluciones vendra dada ahora por exponenciales reales

{e® e} con  ke(py.q:) =/G2 + P2

15/40



Problema 7- corte YZ

b) Corte YZ

Necesitamos base en z y en y. Como ademds no tenemos condiciones de contorno en estas
direcciones podemos tomar la base

{eP7, €%}, q.cr (33)

mientras que en la direccién X la base de soluciones vendra dada ahora por exponenciales reales

{e® e} con  ke(py.q:) =/G2 + P2

Recuerden que ahora debemos partir la solucién del potencial dos regiones 1) 0 < x < a/2 y )
a2 <x<a.
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Problema 7- corte YZ

En la region 1) el potencial debe satisfacer la condicién de contorno

d(x=0)=0 (34)
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Problema 7- corte YZ

En la region 1) el potencial debe satisfacer la condicién de contorno

d(x=0)=0 (34)
y entonces la solucién en X debe ser de la forma

X(x) = Aek> 4 Be ™k, (35)
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Problema 7- corte YZ

En la region 1) el potencial debe satisfacer la condicién de contorno

®(x=0)=0 (34)
y entonces la solucién en X debe ser de la forma
X(x) = Ae** 4 Be™ k-, (35)
con
0=X(x=0=A+B = B=-A (36)
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Problema 7- corte YZ

En la region 1) el potencial debe satisfacer la condicién de contorno

d(x=0)=0 (34)
y entonces la solucién en X debe ser de la forma
X(x) = Aek> 4 Be ™k, (35)
con
0=X(x=0=A+B = B=-A (36)
Luego
X(x) = A(ek* — e75) = A’ sinh(kx). (37)
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Problema 7- corte YZ

En la region 1) el potencial debe satisfacer la condicién de contorno

d(x=0)=0 (34)
y entonces la solucién en X debe ser de la forma
X(x) = Aek> 4 Be ™k, (35)
con
0=X(x=0=A+B = B=-A (36)
Luego
X(x) = A(ek* — e75) = A’ sinh(kx). (37)

Para la préxima podriamos habernos adelantado a que tendremos que satisfacer estas
condiciones de contorno y directamente proponer la base

{sinh(kxx), cosh(k.x)} (38)

y descartar las cosenos hiperbdlicos que no satisfacen la condicién.
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Problema 7- corte YZ

En la region I1) el pontencial debe satisfacer la condicién de contorno
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Problema 7- corte YZ

En la region I1) el pontencial debe satisfacer la condicién de contorno

y entonces la solucién en x debe ser de la forma

X(x) = A” sinh(k«(x — a)).

({sinh ky(x — a), cosh(kx(x — a))} es base de soluciones y tiramos los cosenos)
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Problema 7- corte YZ

Poniendo todo esto junto tenemos que el potencial es

(41)

&, = [*_dp, [*°_ dg.A(py, q;) sinh(kyx)e!(Pry+:2) 0<x<a/2
&y = [ _dp, [*_dq:B(py,q;)sinh(k(x — a))e/PrHa:2)  3/2 < x<a

18/40



Problema 7- corte YZ

Poniendo todo esto junto tenemos que el potencial es

® = { &, = [ dp, [ dq.A(py, g:) sinh(k,x)e/(Py+a:2) 0sx<af2 (41)

&y = [ _dp, [*_dq:B(py,q;)sinh(k(x — a))e/PrHa:2)  3/2 < x<a

Debemos entonces “pegar” las soluciones usando las condiciones en x = a/2.
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Problema 7- corte YZ

Continuidad en x = a/2

O (x=a/2,y,z) =by(x =a/2,y,z), Vy,z (42)

o0 o0
[ do [ daA(p,.q)sinn(ka/2)e P o) (43)

— 00 — 00

:/ dpy/ dq.B(py, qz) sinh(ke(a/2 — a))e(Pry+9:2)
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Problema 7- corte YZ

Continuidad en x = a/2

O (x=a/2,y,z) =by(x =a/2,y,z), Vy,z (42)

o0 o0
[ do [ daA(p,.q)sinn(ka/2)e P o) (43)

— 00 — 00

= / dpy/ dq.B(py, qz) sinh(ke(a/2 — a))e(Pry+9:2)
como {e/(P¥+9:2)} es una base de funciones (es LI) entonces por unicidad en la escritura

A(py, gz) sinh(k«a/2) = B(py, qz) sinh(—kxa/2). (44)
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Problema 7- corte YZ

Continuidad en x = a/2

O (x=a/2,y,z) =by(x =a/2,y,z), Vy,z (42)

o0 o)
[ oy [ daApy.qn)sinn(ia 2)eie i (43)
= / dpy/ dq.B(py, qz) sinh(ke(a/2 — a))e(Pry+9:2)
como {e/(P¥+9:2)} es una base de funciones (es LI) entonces por unicidad en la escritura
A(Py, qz) sinh(kxa/2) = B(py, qz) sinh(—k«a/2). (44)

= B(py,q:) = —A(py; 9z)- (45)
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Problema 7- corte YZ

Usando la condiciéon del salto en la derivada tenemos

oP 0P
%|Z— - %|Z+ =A4ro (46)
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Problema 7- corte YZ

Usando la condiciéon del salto en la derivada tenemos
oo oo

— s+ = 47wo

8n|z_ on
Usando que la normal a la superficie es n = X y que la densidad de carga superficial es

a(y;z) = Ad(y)
5293£| _ f?f?ll‘ = 4776 (y)
Ox x=a/2~ Ox x=a/2+ = 4T y

(40)
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Problema 7- corte YZ

Usando la condiciéon del salto en la derivada tenemos

oP 0P
%|Z— - %|Z+ =A4ro (46)

Usando que la normal a la superficie es n = X y que la densidad de carga superficial es

o(y,z) = Ad(y)
—a¢’| - —‘%”\ = 47d(y) 47
Ox x=a/2~ Ox x=a/2+ = 4T y ( )

/ dpy/ dqu(py,qz)kxcosh(kxa/2)ei(pyy+"zz) (48)

+/ dpy / dq. A(py, Gz ) ky cosh(ky(a — a/2))e"Prr+9:2) — 47 7s(y)
(49)
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Problema 7- corte YZ

Usando la condiciéon del salto en la derivada tenemos

oP 0P
%|Z— - %|Z+ =A4ro (46)

Usando que la normal a la superficie es n = X y que la densidad de carga superficial es
o(y,z) = Aé(y)

o0, o0dy .
§|x:a/2* — W‘X:a/er = 477)\6(}/) (47)

/ dpy/ dqu(py,qz)kxcosh(kxa/2)ei(pyy+"zz) (48)

+/ dpy / dq. A(py, Gz ) ky cosh(ky(a — a/2))e"Prr+9:2) — 47 7s(y)
(49)

/ dPy/ da. A(py, qz)2kx cosh(kea/2) P +9:2) — 4m\é(y) (50)
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Problema 7- corte YZ

/ dy / dze= ey 42 . (50) (51)
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Problema 7- corte YZ

/ dy / dze= ey 42 . (50) (51)

/ dy / dze /(P +a:2) o / dp, / dq.A(py, G2 )2ky cosh(kea/2)e/ Py +a2)  (52)

:477/\/ dy/ dze /(P +a2) § ()
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Problema 7- corte YZ

/ dy / dze= ey 42 . (50) (51)

/ dy / dze /(P +a:2) o / dp, / dq,A(py, Gz)2ky cosh(kya/2)e (P +a:2)  (52)

:477/\/ dy/ dze /(P +a2) § ()

APy, q2)2ks cosh(kya/2)(2m)? = 4mA(27)d(d}) (53)
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Problema 7- corte YZ

/ dy / dze= ey 42 . (50) (51)

/ dy / dze /(P +a:2) o / dp, / dq.A(py, G2 )2ky cosh(kea/2)e/ Py +a2)  (52)

:477/\/ dy/ dze /(P +a2) § ()

A(P, q,)2ky cosh(kea/2)(27)* = 4mA(2m)d(q,) (53)
by A(ar)
Alpy, q;) = ke cosh(kva)2)’ (54)
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Problema 7- corte YZ

Finalmente el potencial resulta ser

/ dpy/ dg,—— " ) ei(pyy+azz) o Sinh(kxx) 0<x< 3/2 (55)
ky cosh k 3/2) sinh(ky(a — x)) a2 <x<a

22/40



Problema 7- corte YZ

Finalmente el potencial resulta ser
/ dpy/ dq,— 200a) q:) oilPy+a:2) 5 sinh(kyx) 0<x<a/2 (55)
kx C°5h k 3/2) sinh(ky(a — x)) aj2<x<a

kx(py,0) = \/p2 + 02 = p, (56)
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Problema 7- corte YZ

Finalmente el potencial resulta ser
/ dpy/ dq,— 200a) q:) oilPy+a:2) 5 sinh(kyx) 0<x<a/2
kx C°5h k 3/2) sinh(ky(a — x)) aj2<x<a

kx(py,0) = \/p2 + 02 = p,

(x,y,z) = /00 dpyéeipyy x sinh(pyx) 0<x<a/2
e Preoher22) sinh(p,(2 - x)) /2 <x<a

i Tiene sentido? Dependencias, simetrias, unidades.
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Problema 7- corte YZ

ey .
(x,y,z) = / dpyéeipyy x sinh(pyx) 0<x<a/2
—oo py cosh(pya/2) sinh(py(a — x)) a/2<x<a
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Problema 7- corte YZ

Multiplicando por sinh(p,a/2) en el numerador y denominador

e A oipry sinh(pya/2) sinh(p,x) 0<x<a/2
*= /,oo Iy py cosh(pya/2)sinh(p,a/2) X{ sinh(p,(a — x))sinh(p,a/2)  a/2<x<a
(59)
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Problema 7- corte YZ

Multiplicando por sinh(p,a/2) en el numerador y denominador

e A oipry sinh(pya/2) sinh(p,x) 0<x<a/2
*= /,oo Iy py cosh(pya/2)sinh(p,a/2) X{ sinh(p,(a — x))sinh(p,a/2)  a/2<x<a
(59)

definiendo x. = min(x, a/2) y x> = max(x, a/2) y usando
2 cosh(pya/2) sinh(p,a/2) = sinh(p,a) tenemos
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Problema 7- corte YZ

Multiplicando por sinh(p,a/2) en el numerador y denominador

Y A oy sinh(pya/2) sinh(p,x)
- /,OO Ay py cosh(pya/2) sinh(pya/2) X{ sinh(py(a — x))sinh(p,a/2)

definiendo x. = min(x, a/2) y x> = max(x, a/2) y usando
2 cosh(pya/2) sinh(p,a/2) = sinh(p,a) tenemos

b = /_oo dpymefw sinh(pyx<) sinh(p,(a — x=))

0<x<a/2

aj2<x<a
(59)
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Igualdad

Ver igualdad de soluciones

o0

A\ . a. - 00 2 ,
nz:%?sm(k,,i)sm(k,,x)e nmlyl/a :[m dpymepyy5|nh(pyx<)5|nh(py(a—X>))
(61)
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Igualdad

Ver igualdad de soluciones

4\ a, . . i 2 iy .
§ - sin(kp, 2)sm(k,,x)e nlyl/a — [m dpymep”’ sinh(p, x<) sinh(p,(a — x>))
(61)
Descomponer el lado de la derecha en una serie de Fourier en X
Zsm (knx) sin(km f)— —nmlyl/a — Zsm nX)0n(y (62)

2 [? o 2\ :
oaly) = 5/0 dx sin(k,x) [m dpyme’p”’ sinh(pyx<) sinh(py(a — x>)) (63)
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Igualdad

Ver igualdad de soluciones

4\ a, . . i 2 iy .
§ - sin(kp, 2)sm(k,,x)e nlyl/a — [m dpymep”’ sinh(p, x<) sinh(p,(a — x>))
(61)
Descomponer el lado de la derecha en una serie de Fourier en X
Zsm (knx) sin(km f)— —nmlyl/a — Zsm nX)0n(y (62)

a oo )\ i
oaly) = g/o dx sin(k,x) [m dpypysin2h(py3)elpyy sinh(pyx<) sinh(py(a — x>)) (63)

= 2)\/ dpyeipnyn(Py) (64)

siendo )
Fa(py) / dx sin(ky,x) —————— sinh(p, x<) sinh(p,(a — x 65
(py v ELUCERELUCICEES) (65)
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Igualdad

Escribiendo todas las funciones de x en términos de exponenciales e integrando

Fpy) = 5 sin(hoa2) (66)

y n
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Igualdad

Escribiendo todas las funciones de x en términos de exponenciales e integrando

2/a
F, = ———sin(kpa/2 66
(Py) 1R (kna/2) (66)
Resta ver que
. a 4\ o i 2/a .
kn2) =2 emrl/2 — 2) / dpy e =2 sin(kna/2). 67
sin( 2) p e N pye p}2, i sin(kna/2) (67)
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Igualdad

Escribiendo todas las funciones de x en términos de exponenciales e integrando

2/a
F, = ———sin(kpa/2 66
(py) 1R (kna/2) (66)
Resta ver que
. a 4\ i ; 2/a .
kp=)—e~"mlvl/2 :2)\/ dp, e’ —"L%_ sin(kya/2). 7
sin( 2) P N pye i sin(kna/2) (67)
Esto se puede ver usando que
0 eiky We_w‘yl
dk = 68
/_OO k2 + w? w (68)

(esta transformada de fourier la pueden encontrar en tablas o pensando a la integral sobre k en
el plano complejo y resolviendo por residuos)
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Simplificacion
Para resolver la serie de Fourier

¢ — Zsm 7X : n:Z)4,:\e—n7r|y|/a (69)
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Simplificacion

Para resolver la serie de Fourier

4\
o= Zsm —x i n:Z) ne_'”rly'/a

escribimos a los senos como exponenciales complejas y definimos

o= eifr(x+a/2)/a’ B _ eiﬂ'(x—a/2)/a c = e—ﬂ'\y\/a

entonces

4A{ e Z +(cfa)" = (cB)" - (C/ﬁ)"]}

27/40



Simplificacion

Para resolver la serie de Fourier

4\
o= Zsm —x i n:Z) ne_'”rly'/a

escribimos a los senos como exponenciales complejas y definimos

o= eifr(x+a/2)/a’ B _ eiﬂ'(x—a/2)/a c = e—ﬂ'\y\/a

entonces -
o = a) {(21) L {(ca)" + (c/a)" — (eB)" - (c/ﬂ)"]}
n=1
y usando que
X7n — dx x" = dx 7|n(1*X)
; n / ; / 1 — X
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Simplificacion

Para resolver la serie de Fourier

4\
o= Zsm —x i n:Z) ne_'”rly'/a

escribimos a los senos como exponenciales complejas y definimos

o= eifr(x+a/2)/a’ B _ eiﬂ'(x—a/2)/a c = e—ﬂ'\y\/a
entonces
4A{ 37 Z ¥ (c/a)” — (eB) - (C/ﬁ)"]}

y usando que

= —In(1 - x)

ixn:/dxix":/dx
1 n=1 1-

llegamos a

14 e 27lyl/a _ 2e=7lyl/a cos [r(x + a/2)/a]
® = Aln
1+ e—27lyl/a — 2e=7l¥l/2 cos [w(x — a/2) /4]

27/40



Repaso Funcién de Green

Recordamos: La funcién de Green para el problema de Dirichlet Gp corresponde al problema
de una carga puntual de carga unitaria en el interior de un recinto R, es decir,

V2Gp(%,X') = —4rd(X — %), %,X €R (74)
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Repaso Funcién de Green

Recordamos: La funcién de Green para el problema de Dirichlet Gp corresponde al problema
de una carga puntual de carga unitaria en el interior de un recinto R, es decir,

V2Gp(%,X') = —4rd(X — %), %,X €R (74)

Gp(% € DR, X') = 0. (75)
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado semi-infinito
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado semi-infinito

Geometria del problema: Cartesianas.

Z
ﬂ\
Gp((x=0,y,2),x) = Gp((x =a,y,z),xX') =0
Gp((x,y =0,2),x') = Gp((x,y = a,2z),xX') =0
Z, q.' GD((X,_)/,Z:O)7)?/):O
Q/
CL\*;(;
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado semi-infinito

Superficie Y: z=27 o x = x'.

z

s

Tomemos z = Z'.
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado semi-infinito

Superficie Y: z=27 o x = x'.

y
Tomemos z = z'. Base de soluciones X e Y:
{Sin(an) Sin(pmy)}n,metN (76)
con
kn= 2 p = (77)
a a

para verificar las c.c.
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado semi-infinito

Region 1) 0 < z < z’ exponenciales reales y Gp((x,y,z=0),x') =0

{Sinh(qan)7W n,meN; (78)
con gnpm = v/ k2 + p2.
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado semi-infinito

Region 1) 0 < z < z’ exponenciales reales y Gp((x,y,z=0),x') =0

{Sinh(QanLW n,meN; (78)
con gnpm = v/ k2 + p2.

Region Il) z' < z exponenciales reales y Gp(z — 00) < 00

{72 e}, en. (79)

Poniendo todo junto el potencial es de la forma

oz ) =4 > nm—0 Anmsin(knx) sin(pmy) sinh(qmmz) ~ ,0<z <2
b, = Z;Om=0 Bpm sin(kyx) sin(pmy)e9m= 7 <z
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado semi-infinito

Continuidad: La podemos asegurar tomando

- b, = Z:szo Com sin(knx) sin(pmy) sinh(q,,mz)e*q"mzl ,0<z< 7
GD(Xax ) = 070 . . . no— ’
b, = Zn,m:O Com sin(knx) sin(pmy) sinh(gnmz’)e ™ 9m? Z <z
(81)

Noten que ®,(z = 2') = &y (z = Z').
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado semi-infinito

Salto de la derivada:

(82)

33/40
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Salto de la derivada:

(82)

(83)
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado semi-infinito

Salto de la derivada:

9Gp,  0Gp,
an |z - —‘?;;ﬂz+ =4no (82)
n=2 o(x,y)=0dx—-x)(y~y)
0, ody / /
e T L T | _ _
5y =7 T gy le=z = 4mo(x = x)(y —¥') (83)
Z Com sin(k,x) sin(pmy ) Gnm cosh(q,,mz’)e_q"’"z/ (84)
n,m=0
- Z Com sin(knx) sin(pmy ) (—Qnm) Sinh(qnmzl)e_qan/ =4nd(x = x')o(y —y') (85)
n,m=0
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado semi-infinito

Salto de la derivada:

Z Com sin(knx) sin(pmy)Gnm cosh(qnmz’)e—qnmz’

n,m=0

(82)

(83)

(84)

— Z Com sin(k,x) sin(pmy ) (—qnm) sinh(q,,mz')e_q"mzl =476(x —x")o(y —y') (85)

n,m=0

Z Com Sin(knX) Sin(Pmy)2Gnm [coSh(qum 2') + Sinh(Gpm 2')] €9 = 4nd(x — x')o(y — y')

n,m=0

(86)
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado semi-infinito

/Oa dscsin(kyx) /0 dysin(gmy) x  (86) (87)
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado semi-infinito

/Oa dscsin(kyx) /0 dysin(gmy) x  (86) (87)

a\ 2 p
Corrr (é) Gy [€OSH (G 2') + sinh(Gormr 2')] € %% = 4 sin(kyx')sin(pmy’)  (88)
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado semi-infinito

/ dscsin( ke x) / dysin(gmy) % (86) (87)
0 0
E 2 / H / —q, 1z _ . ! . /
Cormr 5) Gwm [cosh(gn m 2’) + sinh(qnm 2")] €79 ™% = 4xsin(ky x") sin(pmry’)  (88)
Corm = (2>247T5in(k"’xl)5i"(pm'y/) (89)
a An'm’
Reemplazando obtenemos
0 2 . . . — /
2 n ! m ! h nm Gnmz 70 < !
Gp — Z sin(kox) sin(pmy) <) 47Tsm(k x"Ysin(pmy’) L] s (gnmz)e <z<z
om0 Gnm sinh(gpmz’)e™9mz 2 <z
(90)
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado semi-infinito

/ dscsin( ke x) / dysin(gmy) % (86) (87)
0 0
E 2 / H / —C]n/le/ _ . ! - /
Cormr 5) Gwm [cosh(gn m 2’) + sinh(gnm Z')] € = 4rsin(kyx")sin(pnry’)  (88)
Corm = (2>247T5in(k"’xl)5i"(pm'y/) (89)
a An'm’
Reemplazando obtenemos
0 2 . . . — /
2 k,x' oy h(gnm GnmZ 0<z< /
Gp — Z sin(kox) sin(pmy) <) 47Tsm( x"Ysin(pmy’) L] s (gnmz)e <z<z
om0 Gnm sinh(gpmz’)e™9mz 2 <z
(90)

o] 2 2 in(k.x") si !
Go(%,%) = 3 sin(knx)sin(pmy) () 4 S0 SIN(PY) o Nemamz | (o1)
a dnm
n,m=0
con z. = min(z,2'), z» = max(z, z’).; Tiene sentido? Dependencias, simetrias, unidades.
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado infinito

Cilindro cuadrado infinito, mismas condiciones que el anterior pero sin Gp(z = 0) = 0.

ISy

Tomemos la superficie z = Z'.
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado infinito

Cilindro cuadrado infinito, mismas condiciones que el anterior pero sin Gp(z = 0) = 0.

z

Tomemos la superficie z = Z'.

Base de soluciones X e Y:
{sin(knx) sin(pmy) } n,men

con
nm mm
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado infinito

Soluciones en z:

Region 1) z < z’ exponenciales reales y Gp(z — —0) < o0

{e=4m% eI} e, (94)
con Gnm = v/ k2 + p2.
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado infinito

Soluciones en z:

Region 1) z < z’ exponenciales reales y Gp(z — —0) < o0

{e=4m% eI} e, (94)
con Gnm = v/ k2 + p2.

Region Il) z' < z exponenciales reales y Gp(z — +00) < 00

{e7 9 B}, hen. (95)

Poniendo todo junto el potencial es de la forma

{ b, = Z:,om:o Apm sin(kpx) sin(pmy)edm* ,z< Z (96)

o, = mezo Bpm sin(kyx) sin(pmy)e9m? <z
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado infinito

Continuidad:

¢, = me:o Com Sin(knx) sin(pmy ) e~ 9m=" gmz z<Z

GD()a)?/) = { (97)

=3 o Comsin(knx) sin(pmy)e = 9m? gdm?’ 2 <z

o0
= Z C,,msin(k,,x)sin(pmy)e*q"m‘zfz‘.

n,m=0

37/40



Ejercicio 11- Cilindro cuadrado infinito

0P, 0%y _ / /
o [— o lz=z = 4mo(x — x")o(y — y') (98)
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado infinito

0P, 0%y _ / /
o [— o lz=z = 4mo(x — x")o(y — y') (98)

> Comsin(knx) sin(pmy)2mme=9"71 = 4xd(x — x)3(y — ¥') (99)

n,m=0
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado infinito

ad), 6(])” B / /
otlamer = e = i~ )6y — )
Z Com sin(knx) sin(pmy)2qnme= =7 = 4ro(x — x")o(y — y')

n,m=0

/Oa dx sin(kn/x)/oa dysin(qmy) x  (99)
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado infinito

0P, 0Py B , ,
az |Z=2/ - az |Z=ZI - 471—6()( - X )6(}/ -y )
Z Com Sin(Knx) sin(pmy)2qame=2"=71 = 4xs(x — x)5(y — y')

n,m=0

/Oa dx sin(kn/x)/oa dysin(qmy) x  (99)

Corr (f

2
2) 2 m = 4msin(ky x") sin(pmy’)

(100)

(101)
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado infinito

0P, 0Py B , ,
az |Z=2/ - az |Z=ZI - 471—6()( - X )6(}/ -y )
Z Com Sin(Knx) sin(pmy)2qame=2"=71 = 4xs(x — x)5(y — y')

n,m=0

/Oa dx sin(kn/x)/oa dysin(qmy) x  (99)

Corr (f

2
2) 2 m = 4msin(ky x") sin(pmy’)

2 .

2 o /! - /

Co— (> 27Tsm(k x"Ysin(pmy’)
a an'm’

(100)

(101)

(102)
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado infinito

Reemplazando el potencial resulta

[e's} 2 2 . kn N . / ,
Go(xx)= (a) PRI ng'“(p V) sin(kox) sin(pmy)e—9mlz—. (103)
0 nm

n,m=

i Tiene sentido? Dependencias, simetrias, unidades.
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Ejercicio 11- Cilindro cuadrado infinito

También podemos obtener la funcidn del cilindro cuadrado semi-infinito a partir de la funcién
de Green del cilindrio cuadrado infinito usando el método de imagenes

+Z'
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