
F́ısica Teórica 1 - Práctica

Tensor de Maxwell. Fenómenos dependientes del tiempo.
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Problema 3

Intuición f́ısica.

¿Qué va a pasar?

J(r, t) = J(r, t)r̂

E(r, t) = E(r, t)r̂
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¿Qué va a pasar?

J(r, t) = J(r, t)r̂

E(r, t) = E(r, t)r̂

2/27



Problema 3

Intuición f́ısica.
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Problema 3

a) Dado un punto r veamos cuanto vale B(r, t = 0). Por simetŕıa de rotación no puede tener

componente tangencial. Podemos ver que la componente radial también se anula. Para eso

tomemos un plano que pase por, el origen dado por el centro de la esfera y que contenga a ese

punto. Si hacemos una reflexión R respecto de ese plano el problema no cambia con lo cual el

campo magnético nuevo B′debeŕıa conicidir con el anterior B′ = B, pero el campo magnético

cambia de signo ante una reflexión

B = −B =⇒ B = 0.
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Problema 3

b) Dentro del conductor

∇ ·D = 4πρ

∇×E = −1

c

∂B

∂t
= 0

∇ ·B = 0

0 = ∇×H =
4π

c
J +

1

c

∂D

∂t

=⇒ ∇ ·E =
4π

ε
ρ, ∇×E = 0,

ε

c

∂

∂t
E +

4π

c
J = 0

Usando la ley de Ohm J = σE tenemos

∂

∂t
E +

4πσ

ε
E = 0

E(r, t) = E(r, 0)e−t/τ

con τ = ε
4πσ .
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Problema 3

Usando la ley de Gauss ∫ ∫
S

D · dA = 4πQencerrada
L

tenemos

D(r, 0) =

{
0
Q
r2 r̂

r < a

a < r
,

donde Q = 4πa2Σ.

Luego usando E = D/ε tenemos

E(r, 0) =


0,
Q
εr2 r̂,
Q
r2 r̂,

r < a

a < r < b.

b < r
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Problema 3

Escribamos las ecuaciones de Maxwell fuera del conductor

∇ ·E = 0

∇×E = −1

c

∂B

∂t
= 0

∇ ·B = 0

0 = ∇×B =
1

c

∂E

∂t
.

Entonces afuera del conductor E(r, t) = E(r, 0) y se tiene

E(r, t) =


0,

e−t/τ Q
εr2 r̂,

Q
r2 r̂,

r < a

a < r < b.

b < r

Aśı la corriente resulta

J(r, t) = σE(r, t) =


0,

σQ
εr2 e

−t/τ r̂,

0,

r < a

a < r < b.

b < r
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Problema 3

La densidad de carga en volumen viene dada por

ρ(r) =
1

4π
∇ ·E(r) = 0

porque el campo eléctrico es el de una carga puntual en el origen (pero dentro del radio interior

no hay carga).

La densidad de carga en superficie viene dada por

Σ(r, t) =
1

4π
[D(r, t)|r=r+ −D(r, t)|r=r− ] · r̂

como D(r, t) es continuo excepto en las superficies r = a y r = b tenemos

Σ(r, t) = 0, ∀r 6= a, b.

Mientras que

Σ(a, t) =
1

4π
[εE(r, t)|r=r+ − 0] · r̂ = Σe−t/τ

Σ(b, t) =
1

4π
[E(r, t)|r=r+ − εE(r, t)|r=r− ] · r̂ =

Q

4πb2
(1− e−t/τ ).
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Problema 3

Recuerdo el flujo de enerǵıa a través de la superficie S de un volumen V es

d

dt
U +

∫
V

d3r j ·E = −
∫ ∫

S

d2r S · n

U =
1

8π

∫
V

d3r (E ·D + H ·B) , S =
c

4π
E×H.

Como H = 0 entonces S = 0 (no hay pérdida de enerǵıa por ondas electromagnéticas) y

U =
1

8π

∫
V

d3r (E ·D) ,

entonces la variación de enerǵıa es

U(ti)− U(tf ) =

∫ tf

ti

dt

[∫
V

d3r j ·E
]
.

Queremos verificarlo para ti = 0 y tf = +∞.
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U =
1

8π

∫
V

d3r (E ·D) ,

entonces la variación de enerǵıa es
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Recuerdo el flujo de enerǵıa a través de la superficie S de un volumen V es

d

dt
U +

∫
V

d3r j ·E = −
∫ ∫

S

d2r S · n

U =
1

8π

∫
V

d3r (E ·D + H ·B) , S =
c

4π
E×H.
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Problema 3

Necesitamos

E ·D =


0,(

e−t/τ Q
εr2 r̂

)(
εe−t/τ Q

εr2 r̂
)
,(

Q
r2 r̂
)(

Q
r2 r̂
)
,

r < a

a < r < b.

b < r

=


0,

1
ε

(
Q
r2

)2
e−2t/τ ,(

Q
r2

)2
,

r < a

a < r < b.

b < r

Entonces

U(t) =
1

8π

∫
V

d3r (E ·D)

=
1

8π

∫
dΩ

[∫ b

a

dr r2
1

ε

(
Q

r2

)2

e−2t/τ +

∫ ∞
b

dr r2
(
Q

r2

)2
]

=
Q2

2ε

(
1

a
− 1

b

)
e−2t/τ +

Q2

2b
.

Luego

U(0)− U(t) =
Q2

2ε

(
1

a
− 1

b

)(
1− e−2t/τ

)
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Problema 3

Mientras que la enerǵıa por efecto Joule es∫ t

0

[∫
V

d3r j ·E
]

=

∫ t

0

dt′

[∫ b

a

r2drdΩσ|E(r, t′)|2
]

=

∫ t

0

dt′

[∫ b

a

r2drdΩσe−2t
′/τ

(
Q

εr2

)2
]

=
Q2

2ε

(
1

a
− 1

b

)(
1− e−2t/τ

)
.

Obtenemos el mismo resultado que para la variación de U verificando la ley de conservación.
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Repaso

¿Cómo calculo la fuerza electrostática?

𝑬

𝜌

F =

∫
V

d3rρ(r)E(r)
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Repaso

dPmec

dt
= F0 + FEM = F0 +

∫
V

d3r

[
ρ(r)E(r) +

1

c
j(r)×B(r)

]

Reemplazando: ρ = 1
4π∇ ·E, 1

c j = 1
4π

(
∇×B− 1

c
∂E
∂t

)
↑

dPmec

dt
+
dPEM

dt
= F0 +

1

4π

∮
S

d2rT · n

PEM := 1
4πc

∫
V
d3rE×B

Tensor de Maxwell: Tij := EiEj +BiBj − δij
2 (E2 +B2)

T · n = (E · n)E + (B · n)B− 1
2 (E2 +B2)n

Caso estático: dP/dt = 0 =⇒ F0 = − 1
4π

∮
S
d2rT · n

12/27



Repaso

dPmec

dt
= F0 + FEM = F0 +

∫
V

d3r

[
ρ(r)E(r) +

1

c
j(r)×B(r)

]

Reemplazando: ρ = 1
4π∇ ·E, 1

c j = 1
4π

(
∇×B− 1

c
∂E
∂t

)
↑

dPmec

dt
+
dPEM

dt
= F0 +

1

4π

∮
S

d2rT · n

PEM := 1
4πc

∫
V
d3rE×B

Tensor de Maxwell: Tij := EiEj +BiBj − δij
2 (E2 +B2)

T · n = (E · n)E + (B · n)B− 1
2 (E2 +B2)n
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Repaso

Fuerza electro-magnética estática

F =
1

4π

∮
S

d2r T · n

T · n = (E · n)E + (B · n)B− 1
2 (E2 +B2)n y S es cualquier superficie que encierre la

distribución

Electrostática

� Campo perpendicular a la superficie (E = En)

T · n = (E · n)E− 1

2
E2n =

1

2
E2n (1)

� Campo paralelo a la superficie (E · n = 0)

T · n = (E · n)E− 1

2
E2n = −1

2
E2n (2)
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� Campo perpendicular a la superficie (E = En)

T · n = (E · n)E− 1

2
E2n =

1

2
E2n (1)

� Campo paralelo a la superficie (E · n = 0)

T · n = (E · n)E− 1

2
E2n = −1

2
E2n (2)
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� Campo perpendicular a la superficie (E = En)

T · n = (E · n)E− 1

2
E2n =

1

2
E2n (1)

� Campo paralelo a la superficie (E · n = 0)

T · n = (E · n)E− 1

2
E2n = −1

2
E2n (2)

13/27



Problema 4a

Enunciado y superficie

𝑑

−𝑑

𝑞1

𝑞2

𝑧

−𝑑
𝑞2

𝑑

𝑞1

𝑧

𝐷𝑅

𝑆𝐸

F2 = ĺımR→∞
1
4π

[∫
DR

d2rT · n +
∫
SE

d2rT · n
]
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Problema 4a

∣∣∣∣∫
SE

d2rT · n
∣∣∣∣ ≤ ∫

SE

d2r|T · n| ≤
∫
SE

d2r
3

2
E2

|T · n| =
∣∣(E · n)E− 1

2E
2n
∣∣ ≤ |E · n||E|+ 1

2E
2|n| ≤ E2 + 1

2E
2 = 3

2E
2 ↑

∣∣∣∣∫
SE

d2rT · n
∣∣∣∣ ≤ 3

2

(
Q

1

R2
+ ...

)2 ∫
SE

d2r ≤ 3

2

(
Q

1

R2
+ ...

)2
1

2
4πR2 →R→∞ 0

E = |ESE | ≤ Q 1
R2 + |3p · R̂− p| 1

R3 + ... ↑

¿Cuando puede fallar esto?

15/27



Problema 4a

∣∣∣∣∫
SE

d2rT · n
∣∣∣∣ ≤ ∫

SE

d2r|T · n| ≤
∫
SE

d2r
3

2
E2

|T · n| =
∣∣(E · n)E− 1

2E
2n
∣∣ ≤ |E · n||E|+ 1

2E
2|n| ≤ E2 + 1

2E
2 = 3

2E
2 ↑

∣∣∣∣∫
SE

d2rT · n
∣∣∣∣ ≤ 3

2

(
Q

1

R2
+ ...

)2 ∫
SE

d2r ≤ 3

2

(
Q

1

R2
+ ...

)2
1

2
4πR2 →R→∞ 0

E = |ESE | ≤ Q 1
R2 + |3p · R̂− p| 1

R3 + ... ↑

¿Cuando puede fallar esto?

15/27



Problema 4a

Tomando el ĺımite de R→∞ nos queda solo la integral sobre el disco infinito D (plano z = 0)

F2 =
1

4π

∫
D

d2rT · n =
1

4π

∫
D

d2r

[
(ED · n)ED −

1

2
E2
Dn

]
=

1

4π

[
A− 1

2
B

]

ED(ρ) =
q1

(d2 + ρ2)3/2
(−dẑ+ρρ̂(ϕ))+

q2
(d2 + ρ2)3/2

(dẑ+ρρ̂(ϕ)) =
1

(d2 + ρ2)3/2
(tdẑ+sρρ̂(ϕ))

t := q2 − q1, s := q1 + q2
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Problema 4a

ED(ρ) =
1

(d2 + ρ2)3/2
(tdẑ + sρρ̂(ϕ))

E2
D =

[
td

(d2 + ρ2)3/2

]2
+

[
sρ

(d2 + ρ2)3/2

]2
= t2d2

1

(d2 + ρ2)3
+ s2

ρ2

(d2 + ρ2)3

B =

∫
D

d2rE2
D =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

ρdϕdρE2
D = t2d22πI1 + s22πI2 = (s2 + t2)

π

2d2

I1 :=

∫ ∞
0

1

(d2 + ρ2)3
ρdρ =

1

4

1

d4
, I2 :=

∫ ∞
0

ρ2

(d2 + ρ2)3
ρdρ =

1

4

1

d2
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Problema 4a

B = (s2 + t2)
π

2d2

ED · ẑ =
td

(d2 + ρ2)3/2

A =

∫
D

d2r(ED · n)ED = td

∫ 2π

0

∫ ∞
0

ρdϕdρ
1

(d2 + ρ2)3/2
1

(d2 + ρ2)3/2
(tdẑ + sρρ̂(ϕ))

= 2πt2d2ẑI1 ←−
∫ 2π

0

ρ̂(ϕ)dϕ = 0

F2 = 1
4π

∫
D
d2r

[
(ED · n)ED − 1

2E
2
Dn
]

= 1
4π

[
2πt2d2ẑ 1

4
1
d4 −

1
2 (s2 + t2) π

2d2 ẑ
]

=

−q1q2
1

4d2
ẑ
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Problema 4a
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π

2d2
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1

4π

[
A− 1

2
B

]

=
1

4π

[
2πt2d2ẑ

1

4

1

d4
− 1

2
(s2 + t2)

π

2d2
ẑ
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= −q1q2

1

4d2
ẑ
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Problema 4a

Equivalencia

−𝑑
𝑞2

𝑑

𝑞1

𝑧

𝐷𝑅

𝑆𝐸

−𝑑 𝑞2

𝑑 𝑞1

𝑧

𝐷𝑅

𝑆𝐸

F2 = 1
4π

[∫
DR

d2rT · n +
∫
SE

d2rT · n
]

= −q1q2 1
4d2 ẑ
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𝑞2

𝑑

𝑞1

𝑧
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Problema 4b

Enunciado y superficie

F2 = 1
4π

[∫
P
d2rT · n +

∫
SC

d2rT · n
]
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Problema 4b

∣∣∣∣∫
SC

d2rT · n
∣∣∣∣ ≤ ∫

SC

d2r|T · n| ≤
∫
SC

d2r
1

2
B2 ∼ 2πRL

1

R2
→R→∞ 0

|T · n| =
∣∣∣∣−1

2
B2n

∣∣∣∣ ≤ 1

2
B2 ∼ 1

R2

22/27



Problema 4b

F2 =
1

4π

∫
P

d2rT · n =
1

4π

∫
P

d2r

[
(BP · n)BP −

1

2
B2
Pn

]

Recordando que el campo magnético de un hilo conductor viene dado por

B(ρ) =
2I

cρ
ẑ × ρ̂ =

2I

cρ
θ̂

tenemos que sobre el plano x = 0 viene dado por

BP (y) =
2I1

c(d2 + y2)
ẑ × (−dx̂+ yŷ) +

2I2
c(d2 + y2)

ẑ × (dx̂+ yŷ)

=
2I1

c(d2 + y2)
(−dŷ − yx̂) +

2I2
c(d2 + y2)

(dŷ − yx̂) = − 2

c(d2 + y2)
(tdŷ + syx̂)

donde definimos

t := (I1 − I2), s := I2 + I1
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Problema 4b

BP (ρ) = − 2

c(d2 + y2)
(tdŷ + syx̂)

B2
P =

[
−2td

c(d2 + y2)

]2
+

[
−2sy

c(d2 + y2)

]2
=

4t2d2

c2
1

(d2 + y2)2
+

4s2

c2
y2

(d2 + y2)2

∫
P

d2rB2
P = L

[
4t2d2

c2
J1 +

4s2

c2
J2

]
= L

(
t2 + s2

) 2π

c2d

J1 :=

∫ ∞
−∞

dy
1

(d2 + y2)2
=

π

2d3
, J2 :=

∫ ∞
−∞

dy
y2

(d2 + y2)2
=

π

2d
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Problema 4b

∫
P

d2rB2
P = L

(
t2 + s2

) 2π

c2d

BP · x̂ = − 2

c(d2 + y2)
sy

∫
P

d2r(BP · n)BP = = L
4

c2

[
st
���������∫ ∞
−∞

dy
y

(d2 + y2)2
dŷ +

∫ ∞
−∞

dy
s2

(d2 + y2)2
y2x̂

]

= L
4s2

c2
J2x̂

F2 = 1
4π

∫
P
d2r

[
(BP · n)BP − 1

2B
2
Pn
]

= L
4dc2

[
s2 − t2

]
x̂ =

L

c2d
I1I2x̂
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