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Problema 3

a) Por la ley de Snell tenemos que el ángu-

lo de la onda en la segunda interface viene

dado por

n sin θ = sin θ′, (1)

pero si la onda incide con un ángulo mayor

un ángulo cŕıtico θ > θcentonces

sin θ′ = n sin θ > 1, (2)

entonces este ángulo no puede ser real.
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lo de la onda en la segunda interface viene

dado por

n sin θ = sin θ′, (1)

pero si la onda incide con un ángulo mayor
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Problema 3

¿Qué significa esto?

Veamos el vector de onda de la transmitida

k2 = kt(sin θ
′x̂+ cos θ′ẑ) (3)

donde cos θ′ =
√

1− sin2 θ′ =
√

1− n2 sin2 θ = i
√
n2 sin2 θ − 1 = niκ y kt = ω

c . Entonces el

vector de onda resulta complejo

k2 =
ω

c
(n sin θx̂+ inκẑ) = ki(sin θx̂+ iκẑ) (4)

donde ki = nωc y los campos son proporcionales a

E(r, t), B(r, t) ∝ eik2·x = eikix sin θeikiiκz = eikix sin θe−kiκz. (5)

La onda se propaga oscilando en x̂ y decae exponencialmente en ẑ con una longitud t́ıpica de

atenuación dada por la inversa de la parte imaginaria del vector de onda

e−1 ⇐⇒ kiκδ = 1 ⇐⇒ δ =
1

kiκ
. (6)
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Problema 4

a)

n sin θ = sin θ′

sin θ′ = n sin θ′′
=⇒ θ′′ = θ (7)

k±2 = ki(sin θx̂± cos θ′ẑ) = ki(sin θx̂± iκẑ) (8)
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Problema 4

Además tenemos que para calcular los coeficientes de reflexión y transmisión podemos usar los

resultados del problema 2 tomando

R =
R12(1− e2iα2)

1−R2
12e

2iα2
(9)

T =
T23T12e

iα2

1−R2
12e

2iα2
(10)

n̄1 = n̄3 = n cos θ (11)

n̄2 = cos θ′ (12)

R12 = −R23 =
n̄1 − n̄2

n̄1 + n̄2
(13)

T12 =
2n̄1

n̄1 + n̄2
(14)

T23 =
2n̄2

n̄2 + n̄1
(15)

α2 = dk2 cos θ′ = ikiκ (16)
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Problema 4

c) Aśı podemos tomar los ĺımites en que la capa intermedia es muy delgada

α2 →d→0 0 =⇒ R→d→0
R12(1− 1)

1−R2
12

= 0 (17)

T →d→0
T23T12e

0

1−R2
12e

0
=

T23T12

1−R2
12

=
1

1−
(
n̄1−n̄2

n̄1+n̄2

)2

(
2n̄2

n̄2 + n̄1

)(
2n̄1

n̄1 + n̄2

)
(18)

= �����(n̄1 + n̄2)2

(n̄1 + n̄2)2 − (n̄1 − n̄2)
2

4n̄1n̄2

�����
(n̄2 + n̄1)

2 =
4n̄1n̄2

��̄n
2
1 + 2n̄1n̄2���+n̄2

2�
��−n̄2

1 + 2n̄1n̄2���−n̄2
2

=
4n̄1n̄2

4n̄1n̄2
= 1

(19)

o muy grande

iα2 = i(ikiκd) = −kiκd→d→∞ −∞ =⇒ e2iα2 →d→∞ 0 (20)

R =
(1− e−2k2κd)R12

1−R2
12e
−2k2κd

→d→∞
(1− 0)R12

1−R2
120

= R12 (21)

T =
T23T12e

−k2κd

1−R2
12e
−2k2κd

∝ T23T12e
−k2κd →d→∞ 0 (22)
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Problema 4

Como antes cuando hablamos de que la distancia sea grande o chica es que

kiκd� 1 =⇒ d� 1
kiκ
∝ λ

d) Cuando la distancia es muy grande tenemos que el coeficiente de transmisión va como

T ∝ T23T12e
−kiκd (23)

esto tiene sentido porque desaparece la contribución de las reflexiones múltiples.

e) Recordemos que el vector de Poynting aparece en los balances de momento lineal y enerǵıa.

Recuerdo el flujo de enerǵıa a través de la superficie S de un volumen V es

d

dt
U +

∫
V

d3r j ·E = −
∫ ∫

S

d2r S · n

U =
1

8π

∫
V

d3r (E ·D + H ·B) , S =
c

4π
E×H.
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Problema 4

Queremos calcular

〈St · ẑ〉 =
c

4π
〈Et ×Ht〉 · ẑ

Como estamos trabajando con campos complejos que oscilan armónicamente

Ã(t) = Re
(
Ae−iωt

)
, Ã(t) = Re

(
Be−iωt

)
(24)

tenemos

〈ÃB̃〉 =
1

T

∫ T

0

Ã(t)B̃(t)dt =
1

2
Re (AB∗) (25)
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, Ã(t) = Re

(
Be−iωt

)
(24)

tenemos
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Problema 4

〈St · ẑ〉 =
c

8π
Re {(Et ×Ht

∗) · ẑ} ← H = B/µ = B =
kt ×Et
kt

(26)

=
c

8π
Re

{
1

kt
Et × (kt ×Et)

∗ · ẑ
}

(27)

Usando A× (B×C) = B(A ·C)−C(A ·B) tenemos

Et × (k∗t ×E∗t ) = k∗t (Et ·E∗t )−E∗t (Et · k∗t ) (28)

= k∗t |Et|2 −E∗t (Et · k∗t ) (29)

sabemos que

0 = kt ·Et = (ktxx̂+ ktxẑ) ·Et =⇒ ktxx̂ ·Et = −ktz ẑ ·Et (30)

reemplazando en

Et · k∗t = Et · (k∗txx̂+ k∗tz ẑ) = Et · (ktxx̂+ k∗tz ẑ) = Et · (−ktz ẑ + k∗tz ẑ) (31)

donde usamos que ktx ∈ Re
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Problema 4

y mediante la ecuación de ortogonalidad anterior tenemos

Et · k∗t = −Et · ẑ (ktz − k∗tz) = −Etz2iImktz (32)

Volviendo al vector de Poynting

〈St · ẑ〉 =
c

8π

1

kt
Re
{
|Et|2k∗t · ẑ + Etz2iImktzE

∗
t · ẑ

}
(33)

=
c

8π

1

kt
Re
{
|Et|2k∗tz + Etz2iImktzE

∗
tz

}
(34)

=
c

8π

1

kt
Re
{
|Et|2k∗tz + |Etz|22iImktz

}
=

c

8π

1

kt
Re
{
|Et|2k∗tz

}
= 0 (35)

El flujo del vector de Poynting se anula dependiendo de si el vector de onda es complejo o real

y hay transmisión de enerǵıa o no.
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15/21



Problema 4

y mediante la ecuación de ortogonalidad anterior tenemos
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|Et|2k∗t · ẑ + Etz2iImktzE

∗
t · ẑ
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Problema 3
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Problema 5

Enunciado

𝐄𝟎

𝐄𝒓

𝐄′𝒓

𝐄=0
𝑧

𝜖

𝑑

𝑦
𝑥

𝐄𝒕

𝒌

𝒌𝒕

𝒌′𝒓

𝒌𝒓

Evac = E0e
ik·x−iωt + Ere

ikr·x−iωt

Eε = Ete
ikt·x−iωt + E′re

ik′
r·x−iωt

Condiciones de contorno en z = 0:

0 = Eε |z=0 = Et + E′r =⇒ E′r = −Et

Evac = [E0e
−ikz−iωt + Ere

ikz−iωt]x̂

Eε = Et[e
−ik′z−iωt − eik′z−iωt]x̂
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Problema 5

𝐄𝟎

𝐄𝒓

𝐄′𝒓

𝐄=0
𝑧

𝜖

𝑑

𝑦
𝑥

𝐄𝒕

𝒌

𝒌𝒕

𝒌′𝒓

𝒌𝒓

Condiciones de contorno en z = d

� (Dvac −Dε) · ẑ |z=d = 0

� (Bvac −Bε) · ẑ |z=d = 0

� (Evac −Eε)× ẑ |z=d = 0

� (Hvac −Hε)× ẑ |z=d = 0

Las primeras dos se satisfacen inmediata-

mente porque los campos son paralelos a la

superficie.
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Problema 5
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𝐄′𝒓

𝐄=0
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� (Bvac −Bε) · ẑ |z=d = 0 3

� (Evac −Eε)× ẑ |z=d = 0

� (Hvac −Hε)× ẑ |z=d = 0

Las primeras dos se satisfacen inmediata-

mente porque los campos son paralelos a la

superficie.
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Problema 5

(Evac − Eε)x̂× ẑ|z=d = 0 =⇒ [E0e
−ikd + Ere

ikd]− Et[e−ik
′d − eik′d] = 0 (1)

Usando H =
√

ε
µ k̂ ×E

(Hvac −Hε)(−ŷ)× ẑ|z=d = 0 =⇒ [E0e
−ikd − Ereikd]− Et

√
ε[e−ik

′d + eik
′d] = 0 (2)

Sumando (1) y (2):

[E0e
−ikd+����Ere

ikd]−Et(
−2i

−2i
)[e−ik

′d−eik
′d]+[E0e

−ikd
����−Ereikd]−Et

√
ε(

2

2
)[e−ik

′d+eik
′d] = 0

�2E0e
−ikd − Et(−�2i) sin k′d− Et

√
ε�2 cos k′d = 0

Et
E0

=
e−ikd√

ε cos(k′d)− i sin(k′d)
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Problema 5

Partiendo de (2) tenemos

[E0e
−ikd − Ereikd]− Et

√
ε[e−ik

′d + eik
′d] = 0

Reemplazando el resultado anterior

[E0e
−ikd − Ereikd]−

E0e
−ikd

√
ε cos k′d− i sin k′d

√
ε2 cos k′d = 0

Despejamos

Er
E0

= −
√
ε cos(k′d) + i sin(k′d)√
ε cos(k′d)− i sin(k′d)

e−2ikd

Queda tomar ε1 = 1 y ε3 →∞ (ĺımite conductor) en el problema 5 y ver que da lo mismo.
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