Espira de corriente frente a iman esférico

Problema

Una esfera de radio a, magnetizable con permeabilidad pu, esté centrada con una espira
de radio b > a por donde circula una corriente I. Calcular el campo magnético en todo
el espacio en términos del campo H = H,. + H,, con fuentes en su rotor y fuentes en
su divergencia, respectivamente.

Solucién

Sabemos que

V-B =0 , B=H+4rM

1
VxH = —J; : JL:B(S(COSQ)(s(T—b)@

J1 es la densidad de corriente de la espira de radio b y M es la magnetizacion de la
esfera de radio a.

En principio, la magnetizacion M es desconocida. Pero sabemos que es inducida y que
B = i H dentro del imén (y B = H afuera). Su divergencia es

1 — -1
v-M=-_"*

V-B=0 2)

4

dentro del imén. En el contorno del imén, en cambio, debe ser V - M = 0, ya que alli
M cambia bruscamente. Si separamos el campo en H = H,. + H; resulta

V-Hi = —4nV-M=4dnoyd(r—a)
(3)
dm I
VxH = Wbé(cosﬁ)é(r—b)gb
C

donde o)y = M -7 en el contorno del iman (de valor desconocido). Vemos que o, actia
como “fuente” de Hy, de la misma manera que J, es “fuente” de H,.. Por el contrario,
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H, no tiene fuentes “rotacionales” y H, no tiene fuentes “divergentes”. Entonces

VxHy = 0 = Hy=-V¢

V-H =0= H =VxA

Si se introducen estos potenciales en (3) y se tiene en cuenta que V X V x A =
V(V - A)— V2A, resulta (asumiendo V - A = 0)

Vip = —4m oy 6(r — a)
(5)
VIA = T L (cos) 6(r — )¢

La segunda ecuacion en (5) tiene una fuente conocida y puede resolverse por separacion
de variables (en regiones contiguas a r = b). Obervar que, dado que la fuente tiene
direccion ¢, entonces A = A(r,0) ¢. En componentes cartesianas A(r,0) p = A, & +
A, 9. La ec. (5) se expresa asi,

A 1
VZA, = :b5(c080)5(r—b)sengp

7 (6)
V24, = —:bé(COSG)cS(T—b) oS

Notar que s6lo basta con hallar una de ellas y evaluar el resultado en el ¢ correspon-
diente. Por ejemlo, si ¢ = 0 resulta A, = A(r, ). Por otro lado, la “fuente” de A, varia
como cos(ip), de manera que se puede expresar por medio de exponenciales exp(4ip).
Esto significa que si A, se expresa a través de armonicos esféricos, solo estaran pre-
sentes aquellos com m = +£1.

La primera ecuacion en (5) no depende de . Si la solucion se expande en arménicos
esféricos, solo estaran presentes aquellos com m = 0. Esto es equivalente a expendir la
solucion en polinomios de Legendre.



Las soluciones de ambos potenciales son las siguientes

S Cior' PY(cosf) si r<a
1=0

x© D
ZTZ(;PZO(COSQ) si r>a
=07

Z [Cl(—1)7}/2(—1)(67 0) + Cll, YH(Q, O)] Tl si r<b
1=0
47 s D Yo (6.0) & D, V(6.0 ©
1(~1)> Yi(—1)( ;121+ 1, Y11(0,0) S b
1=0
2041 (1 —m)!
donde Y},,(6,0) = \l I (1 m) P"(cos ).

Es conveniente expresar arrlbas soluciones respecto de la misma base. Entonces, defi-
nimos Cjyy1) Yy+1)(0,0) = C’l(il)PZﬂ(cos 0), y de manera analoga, Dj11) Yj11)(6,0) =
Dl(il)Plﬂ(cos 6). Ademés, sabemos que

P cosf) = — 8 ; B: P}(cos ) (9)

de manera que agrupando términos, basta con escribir inicamente los sumandos con

m = 1 en la solucion de A,.

S Curl Plcosh) si 7 <b
1=0
A, = B (10)
x© D
> TlfrllPll(cosH) sir>b
1=0




Condiciones en los potenciales

(1)

En r=b:

El potencial A esta definido en r = b. Por lo tanto, podemos pedir continuidad
en ese contorno.

. - D}
AW =400 = G =5 (11)

A partir de esta relacion se puede escribir el potencial de manera compacta como

o ol
Ay =3 B 7 B (cos ) (12)
1=0 r>

donde 7~ = min(r,b) y 7~ = max(r, b).

En r=a:

El potencial ¢ esta definido en r = a. Por lo tanto, podemos pedir continuidad
en ese contorno.

0
Dr
i+l

oa’)=¢(a") = C(Cld'= (13)

A partir de esta relacion se puede escribir el potencial de manera compacta como

00 l

<7
¢ = ZAlTiPI(COSQ) (14)
=0 7>

donde r- = min(r,a) y r-~ = max(r,a). Se suprimi6 el indice m = 0 porque
PP(cos @) = P(cosb).



Condiciones en los campos

Las condiciones de contorno para los campos tangenciales son las siguientes:

(1) En r=b:

El campo H = H, + H; presenta una discontinuidad debido a la corriente Jj,.
Sin embargo, V x H; = 0, de manera que

4

H(b) - HOY)| x 7 = g
(15)
Hy(b) = Hy(bh)] x 7 = 0
La componente tangencial H, X 7 tiene direccion en 0 y vale
10 A 0A
HY = = —(rA) = -2 - == 1
" r or (r4) r  Or (16)
Entonces, las condiciones (15) expresadas en funcion de A, se resumen asf
0A,(b7)  0A,(bY) A 1
— =——=90 0 17
or * or cb (cos6) (17)
e - Am b
= > (2l +1) Bjy P (cos)) = — I §(cos0) (18)
1=0 c
La relacion de ortogonalidad que aplica a los P/ es la siguiente
T m 2 [ +m)!
[ B @) P (@) do = o = (19)
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Resulta

1P/ (0) (20)

(2) En r=a:

El campo H = H, + H,; presenta una discontinuidad debido a la carga “ficticia”
oy Sin embargo, V-B =0y V- H, = 0, de manera que

=
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(21)
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La segunda condicion en (21) indica que la componente normal de H,. es continua.
La primera condicion en (21) indica que

(") = Hy(a")] -7 = = (i = 1) Hy(a™) - 7 (22)

En términos de los potenciales es

0p(a~) O0¢(a™) p—1 O(senfAy)
. or or  rsenf 00 at (23)
= A ~ p—1 0(senf A,)
= g} » [(p+ 1)1+ 1] P(cos ) = o d 50 . (24)

donde A, = A,. Para evaluar el miembro derecho debemos usar la siguiente
relacion (ver Jackson, Cap. Magnetostatics)
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C;i[\/1—x2al<x)}:1(1+1)Pl(x> = cosd (25)

Resulta
p—1 O(senb Ay) p—1 l 1
_ Bt Y ep 2
asen f 00 a ZZO Y gy v B (@) (26)
00 _ o . glt!
e S A D1 PE) = (-1 S [Bublﬂl(lJrl)Pz(a:) (27)
1=0 =0

Los coeficientes de ambos miembros deben ser iguales porque los P;(cos 6) forman
una base. Entonces,

- (=wli+1) 5 fa\H

A= At pis1 o0 (b) (28)

~ 1—p  27b [fa\'"tt
S



