En clase vimos que debemos dejar de lado la forma Galileana en la que
entendemos que se relacionan los sistemas de referencia, y con ello introdu-
cir las transformaciones de Lorentz. Para esto debemos considerar al tiempo
como una coordenadas mas, en pie de igualdad que la posicion. Esto lo hace-
mos definiendo un punto del espaciotiempo como x* = (ct,r): un evento. La
formulacion mas sencilla consiste en un sistema de referencia 8’ que se mueve
con velocidad v = v respecto a otro sistema de referencia S. En 8’ las coor-
denadas del espaciotiempo z'# se describen en términos de las coordenadas
xt, vistas desde el sistema S, como

(1)

con =<y v = ﬁ Este cambio de coordenadas se denomina un boos.
Los boosts junto a las rotaciones y reflexiones son las transformaciones que
mantiene invariante la velocidad de la luz. El conjunto de estas transforma-
ciones es lo que se conoce como el grupo de Lorentz.

Sabemos que las rotaciones y reflexiones combinan las coordenadas espa-
ciales mediante una matriz ortogonal?] Lo novedoso del incorporar los boosts
es que estas involucran una combinaciéon con el tiempo. Podemos aplicar am-
bas transformaciones para obtener la forma general de un boost para una
velocidad arbitraria v. Dejando de lado las cuentas, la idea de como hacerlo
es sencilla: podemos aplicar una rotacion O que mande v a vz, luego apli-
car el boost (1)), y por ultimo volver a la direccion original con O™, Este
conjunto de transformaciones resulta en

ct' =~ (ct— B 1)

r’:r+’y< 7 (r-ﬁ)—ct),@

v+1

A simple vista estas ecuaciones parecen mas abstrusas que las planteadas
en pero es facil mostrar que se recupera lo mismo viendo en la direccion

del movimiento. Para esto debemos usar que %62 = (v — 1). Proyectando

r y r’ en la direccion del movimiento 3 es

v’ f=r- 4 (v Ur-f—yfct =~(r-f— pet).

1En la direccion Z.

2Transformaciones lineales O tales que O'IO = 1.



Si tomamos la componente paralela a la direccion del movimiento r| =

(r- B)B y la componente ortogonal r; = r —rj, est = r +1ry y por lo
tanto aquello que describimos como un boost general corresponde al cambio
de coordenadas

ct' = y(ct — B -r)
rj = y(r) — Bet)

' =r,.

Esta nueva concepcion de como transforman las coordenadas del espa-
ciotiempo implicard una transformacion distinta de los campos observables,
e.g. el campo de velocidades; las ecuaciones de Newton; y los que nos intere-
san mas en la materia, los campos eléctricos y magnéticos. Por lo mismo es
importante saber qué cantidades resultan invariantes ante estas transforma-
ciones. Por su formulaciéon, buscamos que estas preserven |%\ =c = |‘jl—1; .
Los boosts tienen de manera intrinseca la preservacion de la forma cuadrética
llamada el intervalo dado por

ds®> = —cdt? + da* + dy® + d2°.
El intervalo se puede reescribir, usando notaciéon de indice, como
ds® = n,,dr'ds”,

definiendo la métrica n,, = diag(—1,1,1,1). Si suponemos que el cambio de
coordenadas esta dada por una transformacion lineal 2/# = A* x” entonces
el intervalo resulta un invariante si se satisface

Nap = Auan;wAVﬁ (2)

De manera mas general decimos que el grupo de Lorentz son aquellas
transformaciones que cumplen la condicion (2)). Nuevamente, las rotaciones
y reflexiones de campos vectoriales son un tema que ya vimos con un poco
méas de detalle al principio de la materia; lo interesante es ver qué ocurre
con ellos cuando apliquemos un boost. Por ejemplo, sabemos que si las coor-
denadas espaciales rotan mediante una matriz R entonces la densidad de
corriente J transforma como RJ. Asi es como definimos cualquier cosa que
llamamos como wvector, aquello que transforma como el cambio de coordena-
das. De manera anéloga, teniendo ahora una forma general de transformar
las coordenadas del espaciotiempo, definiemos como cuadrivector (contrava-
riante) V* aquella cantidad que en el nuevo sistema de referencia resulta ser
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Vik = AV ﬁVV. Y usando la métrica resulta conveniente definir el cuadrivector
covariante como V,, = 1,,V”. Si el cuadrivector es V* = (V° V), entonces

V,=(-V° V).

Con esta nueva notacion podemos reescribir el intervalo como ds? =
dx,dx". Pero esta definiciéon no esta hecha solo para simplificar una expresién
sino que resulta de un formalismo, en el cual no entraremos en detalle, que
permitira describir teorias fundamentales de manera covariante; es decir que
se expresen de manera idéntica en cualquier sistema de referencia.

Volviendo al ejemplo de la corriente J; si este es en efecto un vector
resulta natural concebirlo como la componente espacial de un cuadrivector
contravariante J* = (--- ,J). La cuestion es ver qué va en la componente
temporal. Una buena pista de cuél es surge de la conservacion de la carga.
Sabemos que J y la densidad de carga p deben cumplir

OZ%—FV'J:%—l—aijlzao(cp)—l—aijl.

Por un lado resulta natural pedir que la conservacion de la carga sea
invariante ante cambios de coordenadas. No se ha observado y no tiene sentido
que por el movimiento en una dada direccion se introduzca carga neta. Por
otro lado, si definimosf| J# = (cp, J), lado la propia conservacion de la carga
resulta covariante expresandose como 9,J" = 0.

Siguiendo con la misma idea, el potencial vector A lo podemos pensar
como la parte espacial de un cuadrivector A*. Y asi como J genera A, resul-
tarfa natural pedir que J° genere A, es decir que el cuadripotencial deberia
ser A" = (¢, A) con ¢ el potencial escalar eléctrico.

La formulacion covariante del electromagnetismo se construye a partir del
cuadripotencial covariante A, = (—¢, A). Buscamos escribir alguna canti-
dad que contenga a los campos eléctrico y magnético, use derivadas de A,
y ademés sea en si mismo covariante. Un buen punto de partida es el cam-
po eléctrico. Sabemos que E = —V¢ — %@A. Entonces podemos hacer la
siguiente reescritura:

1
E; = —-0i¢ — —-0;A; = 0;Ag — Qo Ai
c
Esto sugiere definir el tensor F),, = 9,4, — 0,A,,. Esta claro que al ser

antisimétrico en su forma matricial, de 4 x 4, solo seis coeficientes son no
nulos y en principio independientes. Ya vimos que las tres componente del

3También se podria definir como J* = (p, %J ). Obviamente esto implicaria un reescalamiento por %

en cualquier prediccion hecha con la definicién que tomamos nosotros.
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campo eléctrico aparecen como Fjy = —Fy; = (E);. Veamos que el campo
magnético surge de Fj;. En efecto:

F’Z'j = @A] — 0]AZ
= (0i10jm — Oim0;1) O Am
= €ijk€timOIAm

Fij = €ijk(B)y.

Entonces podemos escribir el tensor en su forma matricial

0 —-E, —E, —E.
s _|E 0 B -B,
w=|E, —B. 0 B,

E. B, -B, 0

Asi como la definicion de un cuadrivector (con los indices arriba) es que
sus coeficientes transformen como las coordenadas; un tensor TH”, en este
caso de orden dos, es tal si T"" = A“QAVBT o8 Entonces para ver como
transforman los campos necesitamos subir los indices al tensor F},, y esto lo
hacemos mediante la métrica calculando F* = ntn"PF, 5. Es instructivo y
util para mas adelante ver como suben los indices uno a la vez. Empecemos
calculando F*, = nt*F,,.

0 E, E, E.
Y

o _|E 0 B -B
v~ |E, -=B. 0 B,
E. B, —B, 0

Si en su lugar hubiéramos subido el otro indice, obtendriamos F,” =
' F,, como

0 -E, —E, —E.
pv_|-B. 0 B -B
Z ~E, -B. 0 B,
~E. B, -B, 0

Y

Finalmente, el tensor que estamos buscando es

0 E. E, E.

—F 0 —B

uy oy < Y
B = —-FE, —B, B,

0
~E. B, -B, 0
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Dado que sabemos como transforma este tensor estamos interesado en
ver como son los campos E' y B’ vistos desde un sistema de referencia S’
que se mueve con velocidad v respecto a un sistema de referencia S donde
se observan los campos E y B. Estos surgen de la transformacion

F'™ = A# NV FP.

De hacer esta cuenta surgen las transformaciones de campos

, 7 .
B = (B +8xB) -~ —(E-8)8,
;- B G .

B'=+v(B -3 x%xE) 7+1(B B)8.

Al igual que antes es conveniente ver los campos en la direcciéon paralela
al movimiento, Ej = (E - 3)8 y B = (B - 8)f, y perpendicular a este
E, = E—-E;y B, = B — By. La transformacion de estos campos resulta
en

E| =E

B| =B,
' =7v(EL+B8xBy)
' =7BL-BxE])

Un ejemplo fundamental es el campo electromagnético que genera una
carga moviéndose con velocidad uniforme v = vZ. Sabemos que una carga ¢
en reposo en el origen tiene potencial vector A’ = 0 y su potencial escalar es
o (r') = ﬁ, entonces es

(3)

A = (¢/(r'),0).
Si la carga se esta moviendo con velocidad vz, entonces las coordenadas
r’ se escriben como en respecto a las coordenadas r. Y como el sistema
donde la carga se mueve tiene velocidad —v respecto al sistema donde la
carga esta en reposo, el cuadripotencial cambia como

Al = (v (x'(t, 1)), vB' (' (t, 1)) 2)

En conclusién, un observador que ve una carga moviéndose con velocidad
vx mide los campos

B vq
olt,x) = V2 (x — vt)? + g2+ 22
Alt,r) = vBq R

= z.
\/VQ(x —vt)? + y? + 22
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Calculemos los campos eléctrico y magnético que generan estos potencia-
les. En primer lugar, el campo eléctrico es

B(t,r) = ~Volr) — - 0A(r)

Cada derivada por separado da

4

—Vo¢(t,r) = (. — )3 + yg + 25
Vo(t,r) @ o) £ 1 P (v’ (z — vt)Z + yg + 22)

1 _ 4 20, 25

CatA(tu I') — (/72(1. L Ut)2 + yQ + 22)3/27 (.%' ’l}t)ﬁ L

Sumando estas expresiones el campo eléctrico es

4
(v2(z — vt)? + y? + 22)3/2

E(t,r) = ((z — vt)d + yj + 25).

Es facil mostrar, usando que A = B¢z, que el campo magnético es

B(t,r) =3 x E(t,r)

(11) Dos particulas cargadas se mueven con velocidad constante en direc-
ciones ortogonales. Calcular la fuerza que cada carga ejerce sobre la otra en
el instante en que una de las particulas cruza la direccion de movimiento de
la otra. Verificar que las fuerzas no son iguales y opuestas. Por lo tanto, no

se conserva el impulso de las particulas ;Hay en ello alguna contradiccion?

Empecemos planteando los sistemas de referencia. Sabemos que ambas
trayectorias son rectas ortogonales en el plano, digamos xy. Entonces es con-
veniente poner el origen en el punto en que se cruzan. Tomemos el caso
general en que cada una tiene, en reposo, carga q; y ¢o.

En relacion a las trayectorias de este sistema se pueden dar varias si-
tuaciones dependiendo, por ejemplo, de qué particula tiene mayor velocidad,
cual cruza primero la trayectoria de la otra, y demés cuestiones puramente
cinematicas. En cualquier caso, el resultado que obtengamos serd anélogo
dependiendo de parametros que determinen las distintas situaciones.

En lo que sigue consideraremos lo siguiente: ¢; y g2 viajan con velocidades
constantes vy y vy como muestra la figura. Dado que queremos estudiar
el momento en que una cruza la trayectoria de la otra, el origen segin el
sistema de referencia que elegimos, necesitamos determinar algiin punto del
que partieron. Diremos que ¢; estaba en xy = —wvyt; siendo x( la posiciéon en
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Vi =01 x :
q1 ; 2
e -
I Ty = 'l’[fl IIB’(J —_ 'UQtQ
q> e

Vo = V9l !

Figura 1: Esquema del sistema.

la que se encontraba en el momento en que empezamos a seguir la trayectoria
y t1 el tiempo que le tomaria llegar al origen desde x( con velocidad v;. Con
la misma idea diremos que ¢ inicialmente estaba en yg = —vsts.

Supondremos ademas que ¢o cruza primero la trayectoria de ¢q; es decir
que ty < t1. Cualquier otra variacion de este movimiento dard un resultado
analogo a lo que obtendremos a continuacion.

Por un lado, sabemos que los campos eléctricos de cada carga en movi-
miento uniforme vista desde el sistema fijo al origen son

E, - o (v — 20 —wit)d +yg + 22
(V3 (x — wg — vit)? + y% + 22)3/2
T+ (y —yo —val)y + 22
2% + 3 (y — yo — vat)? + %)

E; = ’Y2Q2(

y los campos magnéticos B; = 8, X E; y B = 35 X Es.

Queremos ver las fuerzas que se hacen ambas cargas en el momento en que
g2 esta en el origen. La primer pregunta es entonces ;jdonde esta ubicada ¢
en t? Dado que el movimiento es lineal con velocidad constante la respuesta
es simplemente

T =T+ vty = —Ul(tl — tg) = —UlAt,

donde dejamos explicito que go se encuentra aun en las x negativas y que
At = t1 — ty es positivo. Entonces la fuerza que siente ¢y debida a ¢; es

Fo1 = q2 [E1(t2,0) + By (t2,0)]



Podemos calcular explicitamente cada campo como
a1 . a1

ORI SR ING

Entonces la fuerza que ¢ ejerce sobre ¢ es

4192 4
’ylletQ

E(t2,0) =

T — Bl(tl,O) = 0.

F21 =

Por otro lado, para obtener la fuerza que hace ¢s sobre ¢; necesitamos los
campos eléctricos y magnéticos de ¢o en r = —vAtZ a t = to. Estos son

J You1(ty — t1) po_ B0 s
2 (V3(ty — 11)2)3/2 2At2

Entonces, la fuerza de ¢ sobre ¢; es

Fip = _il%quzs (2 — B22).

Uno esperaria que al ser cargas eléctricas la fuerza que se ejercen mu-
tuamente no solo vaya en la direccion que las une sino, y més importante,
que ademés cumplan la tercera ley de Newton. Sin embargo no ocurre. Esto
nos dice entonces que la fuerza persé no es un invariante de Lorentz; y esto
puede en virtud de como entendemos que transforma el espaciotiempo, y a
posteriori, podemos decir que es esperable pues la fuerza es la variacion del
impulso lineal en el tiempo pero ahora el tiempo no tiene un rol especial.

Para dar una idea de como obtener una dindmica covariante debemos
entender que la trayectoria espaciotemporal de una particula ahora puede
estar parametrizada por cualquier variable. Entonces si desde un sistema S
con coordenadas t y r veo a una particula con velocidad u = %; instan-
taneamente podria pasarme a un sistema de referencia S’ que en el cual la
particula estuviera en reposo. El tiempo 7 que transcurre en ese movimien-
to instantaneo es lo que se define como tiempo propio. Entonces podemos
aprovechar el invariante para determinar que

ds* = c2dr? = Adt* — |dr|* — dt? = v*(u)dr?

4272 .

EQ(t27x17070) - 2At2Z
Uy

BQ(t27 Xy, 0 O)

De manera que podemos parametrizar la trayectoria en funcion al tiempo
propioﬁ y con esto obtener que la velocidad de la particula es

o= (), 1(0) > 5 = (= e S5 = ) =) ()

T

4Para esta parametrizacion es necesario considerar que, de la igualdad obtenida a partir del invariante,
=+7(u)



A partir de esto definimos el momento lineal relativista de una particula
que se mueve con velocidad u(t), desde el sistema de referencia S, como

= (2 = mecp = ymu ) = mate) e u(e)

La dindmica de la particula debida a un campo electromagnético esta
dado por la generalizacion covariante de las ecuaciones de Newton
dp*

q
A e
dr mc v P

La componente temporal de esta ecuacion da ley de Joule

dp’ g dU AU
W _ 4oy Y B us™_Eu
dr me VP T gy TOEuT =4k

donde usamos regla de la cadena y que j—i = ~. Las componentes espa-

ciales recuperan las ecuaciones de Newton

' q
A pigy
dr  mc vP
me me
=qVE; + C]%ijBkuj

(3
Zi;zfy(qE—kq% XB)Z-—>Z—IZZQ<E+% ><B>.
La ecuaciones a la que llegamos es aparentemente igual a la ecuacion
de Newton salvo por el hecho de que en este caso el momento lineal tiene
incorporado el factor relativista. Es decir que a la hora de resolver la dinamica
de una particula debemos tomar p = m~y(u)u.
Veamos esto en el siguiente ejercicio.

(12) Encontrar la trayectoria de una particula cargada en cada caso:

a) Movimiento en un campo eléctrico uniforme y estatico, dirigido segin el
eje . La condicion inicial es p, = p, = 0y p, = pp. Demostrar que en el
limite no relativista se obtiene el resultado conocido de mecanica clasica,

es decir, una parabola.

b) Movimiento en un campo magnético uniforme y estatico.



¢) Movimiento en campos E y B cruzados, perpendiculares entre si, uni-
formes y estaticos. Considerar los tres casos posibles: (a) |E| > |B|, (b)
E| < [B| v (c) |E] = |B|.

Veamos el primer item: Supongamos una carga ¢ inmersa en un campo
eléctrico E = EyZ y magnético B = 0. A tiempo ¢ = 0 su momento inicial
es po = poy. Por un lado, la componente temporal nos dice lo esperado, el
campo eléctrico hace trabajo sobre la particula de manera que la energia
cinética no se conserva; i.e.

aUu

— = qFEyu,.
i qLol

Las componentes espaciales dan la evolucion del momento lineal

dp,
%Zqu — po(t) = qEot
dpy
Y t) =
gy — py(t) = po
dp,

— 0 (t) =0
— — p.(t)

De modo que, pese a tener v = y(u(t)), podemos determinar la velocidad
de la particula de forma implicita
" qEot i — P g
my(u(t))  my(a(t))

Usando la solucion p(t) podemos despejar v = ~(¢) de la siguiente ma-
nera:

p()]* = P EGt* + pj

1 1
ymlu)] = CEC +py = e ()] = (1 - —2>
1— = Y
1
m2cy? (1 — $> = q2E§t2 +p8
I m2c?
v m2c + pi+ 2B
Finalmente la velocidad de la carga es
qEyct . cpo

u

Vm2 4+ pi 4+ @EHE \/m2 + pE + P EH?
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Notemos que cuando t — oo la velocidad u — u,, = ¢ como es espera-
do; luego de que el campo eléctrico haga todo el trabajo que puede sobre la
carga, esta no se puede mover mas rapido que la luz.

Integrando u(t) con alguna posicion inicial arbitraria ro tenemos

CPo qEot 5
r(t \/m2c2 + P2 + ¢ Et21 + — arctanh 7+ 1y
(t) = gLk qEq Vm2c2 + pd + 2Et?

Podemos tomar ry = 0, o simplemente considerar Ar, y despejar la curva
que traza la trayectoria en el plano xy, es decir x(y) como sigue:

CPo gLt
~20 arctanh
qEo \/m202 + P2 + P E3t?

¢ + g
m2c2 + p§ + 2 E5t2

tanh? (
CPo

C +p0
1 — tanh? (quy

y
1) -
)
(2 + p?) cosh? < y)
)

=m*c® + p; + ¢ Egt”

m*c* + py + ¢’ Egt’

qEo
CPo

quz

(m*c® + p§) cosh? (

Finalmente despejamos la ecuaciéon paramétrica

E 2¢2 E
Qx =4/1+ e 20 cosh (Qy>
CPo Py

Las coordenadas, normalizadas por una escala de longitud (%;, forman
una curva x ~ coshy.

Sigamos con el item (b). Ahora una carga ¢ esta rodeada por un campo
magnético B = Byz y E = 0. Como condicién inicial tomamos p = pgy.
Entonces, por un lado, la ley de Joule nos dice

aUu o dry

%:mcazoﬁvzw.
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Como 7 es una constante y esta solo depende del modulo de la velocidad
entonces |u| también es una constante. Veamos entonces la fuerza:

du, du,
mry T 0 — T 0
oy _ B0, o duy @
dt c dt y
du,  qBy du,  w
g T e T Ty T R

La primer ecuaciéon nos dice que la componente en x de la velocidad se
conserva. Eso esta bien, es lo que esperamos; es lo que suele hacer el campo
magnético, modificar la velocidad en el plano ortogonal B. En particular la
trayectoria de la particula, en el plano, es una orbita circular pero en este
caso vemos que la frecuencia estd modulada por el factor % Eisto lo vemos en

. . . B .

las otras dos ecuaciones donde definimos la frecuencia w = £ la frecuencia
del ciclotrén, que tendria la carga para la fuerza no-relativista. Siguiendo el
procedimiento tipico, las componentes de la velocidad u, y u, deben cumplir

d? w?
pTe] (t) + ?f(t) = 0.

Veamos como es vy en funciéon del dato inicial pg. Por un lado, como ya

usamos en el item anterior, tenemos u% = 2 (1 — %) entonces
0

2 2 p% 2 p%
0 = YoMmug — Uy = —= — =1+ .
p 8 YoUo m2 80 m2c2

Volviendo a la velocidad, dado que ambas cumplen la ecuacion del oscila-
dor armonico con frecuencia %; las soluciones genéricas para ambas compo-

nentes deben ser de la forma u,(t) = A cos <$t + oz) v u,(t) = Bsin <$t + ﬁ) :

De las ecuaciones de movimiento se sigue que

Asin (gt + oz) = —Bsin (Et + B)
7 Y

A cos (gt + oz) = —Bcos (gt + ﬁ)
Y 7

Dividiendo ambas ecuaciones llegamos a tan ‘;"t + o) = tan <‘§t -+ B);

condicién que se puede satisfacer si &« = 5. Por lo tanto A = —B. Como
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u,(0) = 0, solo puede ser & = 8 = 0. Y por la condicion inicial u,(0) = A =
up. Aplicando estas condiciones

w, . LW [ wt
u(t) = ugcos —ty — ug sin —t2 = uyg (—) .
Y 8 8

con ¢ el versor azimutal alrededor del eje £. Recuperamos la solucién no-
relativista pero con una frecuencia de oscilaciéon modificada. La trayectoria,
nuevamente, se puede resolver como una circunferencia en el plano xy.

Finalicemos con el item (c), veamos que la solucion es un tanto mas
complicada. Los primeros dos casos, cuando las intensidades son distintas
en modulo, es facil determinar la trayectoria de la carga. Sabemos que si
|E| < |BJ, existe un sistema de referencia en el que se anule el campo eléctrico.
Y si |B| < |E|, se puede anular el campo magnético en otro sistema de
referencia. Estas dos situaciones son las que ya resolvimos. Resolvamos la
dindmica en cuando |E| = |B|. En este caso la carga se mueve en un campo
magnético B = Bz y campo eléctrico E = Eyy tal que Ey = By. El caso en
que tienen signo contrario es totalmente analogo.

Nuevamente, de la ley de Joule

alu
— =qbByu
sabemos que la energia no se conserva. De las ecuaciones de Newton

dp, u

= qgB—-2
dt 450 o
dpy Uy
(1)
dt B0 c
p: _ g
dt

Como es esperado, dado que E va en y y B en Z no hay fuerza en la
direccion de z y por lo tanto el momento p, = p? se conserva. Notemos
que de las ecuaciones para U y p, podemos obtener la siguiente cantidad
conservada:

d(U — cp;)

7 =0—-U—-cp, =«

Por otro lado, U? = m?c* + |p|*c?; entonces
1
U? — pac =m’c + pic + pic> = U + cp, = a(m%4 + (p))°¢ + pic?).

13



De esta manera podemos despejar U y cp, en términos de la constante
a, a determinar, € = m?c* + (p?)?c? y la variable p, como

U_Oé+€2+c2p§
2 20

2, 2.2

a € +cp

R T

La constante « se puede determinar a partir de las condiciones iniciales
para la velocidad o para el momento lineal. Si la condicién inicial es py:
a=U —cp,
= /m2c! + |p|2c — ep,
o = v/m2ct + |po|2c — cpo,

Volviendo a la resolucion del problema, basta con determinar la relacion
entre p, y t. Veamos que esta sale de la ecuacion p:

d z
(1)

dt
d x
&ZQBO (U—m’}/CQu—) U:m/’YCQYP.T:meUI
dt c
dp,
Y _ B
i qbocx
2 2,2

a € FCpy

—+ ——— | dp, = qByadt.

<2+ 20 > Py qbo

Acomodando un poco los coeficientes e integrando cada lado respecto a
la coordenada correspondiente obtenemos la ecuacion implicita

62 02 3
1+ E Dy + ﬁpy = 2qBt.

Acé es donde el problema se complica un poco. Esta ecuacion es solo
una ctbica de la cual podemos despejar p,(t) pero estd la forma funcional
es medio compleja como para arrastrarla. Lo importante son dos cosas; en
primer lugar que es invertible y, como muestra la figura de las tres raices
de esta ctbica, solo una es real. Entonces la relacion de p,(t) es tnica.
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o e? a?
)= 5n1ve[py3+ 3= |1+=|p,-2-3=qBt = o, py] /7 FullSimplify
CZ a2 CZ

P ——— T
2__2, .2 |3Batc? [982 a2 e2ats [a2.2) 3
-—at-g°+c = 44
-~ R s )
|
outtl= Py = { I 1143 I
5 |3mata? [2B0cPatt?ats[ate?)d
¢ 2z &
i/
. T 2/3 . ( f 13y
i g = a .. g g |3Bata?  [9BPE@Ptiof . (aP. TR fl L [zeater (9B attiat (a2 ||
ipy= [1+143 )"+ (1+1+3) & +1(1++3])c = /|2 ¢ + . Py
L c2 \ 6 2 \ b | IJ
L )
( 2 lop2 2,242 &, 1 2 .23 )%? ( 2 lop2 2,242 4 _(-2__213 |23
r R . sy 2 . =1 o |3Bata /9B °c gt o+ (o7 +€7) / ,[3Bata I\QB(qt,—\D,—:j M
iPy= [(1-1 43 )"+ (1-1+3)e"+(-1-1+3])c + . fl2¢ E . b
L ' ' ' ' i = Y ct c? v ® 1
\

Figura 2: Soluciones posibles para p,(t) que salen de la polinomio ciibico.
Solo una de ellas es real.

En conclusion, es equivalente parametrizar la trayectoria en funcion del
tiempo o en funcién del momento p,. Obtengamos z, y y 2z en funcién de la
variable p,. Para x, notemos primero que la velocidad es

dr  myu,

dt mry
dx_ oPx
dt U
dv dpy _ oPs
dp, dt U
dr qBoar c
d_py U _Cp:cﬁ
de. ¢
dp, a qBoanm
de ¢ €2 + Czpz
d, 2B\ T T a

De esta manera obtuvimos una ecuacioén para integrar z(p,). Analoga-
mente, haciendo lo propio con el resto de las coordenadas obtenemos el si-
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guiente sistema de ecuaciones del cual integramos la trayectoria

dx c 1+62+02p32/ N c 14 €2 n 3 3
— = —14+ —- xr = -1+ — x
dp,  2qBy a? 2q By a2 ) Py 6qBoa2py 0

dy c? .,

dp,  qaBy" 7Y 2aqB, v Y
dz ., *p!

dp, B qBoapZ AT 2anopy + 20

Podriamos obtener p,(t) y determinar r(¢), o bien despejar p, en funcion
de alguna de las coordenadas y escribir la curva en el espacio.
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